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analysis und den Gibbsschen Dyaden, Triaden nsw. auftreten^ auf Grund 
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gestellt wurde: daß alle Geometrie Invariantentheorie einer Gruppe ist, 
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EINLEITUNG 

„Mathematics is the science which 
draws necessary conclosions/' 

Benjamin Peirce. *) 

Nachdem die schon von Leibniz behauptete Existenz von Analysen^ in 
denen die geometrischen Größen selbst, and nicht nur ihre zahlenmäßigen 
Beziehungen in die Formeln eingehen^ durch die Graßmannsche Äus- 
dehnungslehre'), sowie durch den Hamiltonschen Quaternionenkalkül') 
bewiesen war, hat es nicht an Versuchen gefehlt^ einerseits den Bereich 
dieser direkten Analysen zu erweitern , andererseits die scheinbar grund- 
verschiedenen Prinzipien der beiden Systeme unter einen Gesichtspunkt 
zu bringen. Ein wesentlicher Fortschritt wurde jedoch erst erzielt durch 
Gibbs^); dem es nicht nur gelange durch Synthesis der Graßmannschen 
und Hamiltonschen Gedanken ein praktisch recht brauchbares System, 
die heutige Vektoranalysis, zu schaffen, sondern auch in seinen Dyaden, 
Triaden usw. einen Ansatz zu Systemen höherer Ordnung zu geben. Ob- 
wohl durch die Gibbssche Yektoranalysis in praktischer Hinsicht eine 
Synthesis zustande gekommen war, wurde die Einigung dem Begriffe 
nach zunächst eigentlich wenig gefordert, da die Yektoranalysis, die nur 
zum praktischen Gebrauch aufgebaut war, keineswegs imstande war die 
;^ Quateidonentheorie und die Ausdehnungslehre yollständig zu umfassen, 
und imolgedessen neben den Quatemionisten und den Bivektorianem 
Graßmannscher Schule noch Monovektorianer Gibbsscher Schule ent- 
standen, sodaß der Zwiestreit in einen Streit dreier Qberging. 

Dieser Streit, in welchem jetzt seit mehr als zwanzig Jahren auf 
allen Seiten in der hartnäckigsten Weise gekämpft wird, und dessen Ende 
bisher noch nicht vorhergesagt werden konnte, ist eine der merkwürdigsten 
Erscheinungen in der Geschichte der Mathematik. Die Merkwürdigkeit 
liegt darin, daß es sich dabei nicht, wie vielfach angenommen wird, etwa 
nur um Fragen der Notation handelt, denn solche Fragen, wo der per- 
sönliche Geschmack starken Einfluß übt, sind ja immer bevorzugte Streit- 
punkte, und der Mathematiker wäre ihnen gegenüber nicht in besserer 



1) 81.1 S.97. 2) i4. 1. 3) 68.1. 4) 81.4, 84. 2. 
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2 Einleitung 

Lage als jeder andere. Es handelt sicli im Gegenteil gerade um Frs^en 
wie: ist eine gegebene Größe positiv oder negativ^ ist eine gegebene 
Größe einer anderen gegebenen Größe gleich oder nicht, ist ein gegebener 
Operator einem anderen gegebenen Operator gleich oder nicht — alles 
Fragen, auf welche wir, wenigstens auf so elementaren Gebieten der 
Mathematik, gewohnt sind, eine eindeutige und sicherbegründete Antwort 
zu bekommen. Wie Macfarlane^) denn auch 1910 sehr richtig bemerkte, 
sind die Fragen der Notation Nebensache. Sie werden sich bald be- 
antworten lassen, wenn man sich einmal über die tiefergehenden Fragen, 
welche die Grundbegriffe betreffen, geeinigt hat. 

Es erhebt sich die Frage: was ist der Grund dieser in der Mathe- 
matik so ganz ungewohnten Unsicherheit, eine Unsicherheit, die Ursache 
ist, daß manche bedeutende Mathematiker die gesamten direkten Analysen 
als eigentlich nicht zur Mathematik gehörige mathematische Schnell- 
*h£^fx/ Schriftarten betrachtet haben, depi der richtige Mathematiker wenig In- 
teresse entgegenzubringen braucht, und daß andere kopfschüttelnd an 
dem Nutzen des ganzen Streites zweifelten und die Meinung aussprachen, 
man könne die Sache so oder so nehmen, es herrsche in diesen Systemen 
eben nur der persönliche Geschmack. Ein solcher Grund muß vorhanden 
sein, denn, wo auch auf anderem, genügend durchforschtem mathemati- 
schen Gebiet, verschiedene mögliche Annahmen gemacht werden konnten, 
die zunächst willkürlich erschienen, gelang es später stets von einem all- 
gemeinen Gesichtspunkte aus jeder Annahme ihren genau bestimmten Platz 
anzuweisen und ihre Berechtigung sowie ihre Grenzen genau anzugeben. 
Mit einer an Sicherheit grenzenden Wahrscheinlichkeit dürfen wir also 
auch hier erwarten, daß ein allgemeiner Gesichtspunkt, wenn auch noch 
nicht bekannt, so doch vorhanden ist. 

Treten wir der Sache näher. Systeme höherer komplexer Zahlen 
werden angewandt auf geometrische Größen, Linienteile, Ebenenteile usw. 
Liegt die Unsicherheit in den komplexen Zahlensystemen? Nein. Denn, 
abgesehen davon, daß der eine Mathematiker mal einen Fehler eines 
anderen auffindet und verbessert, herrscht über die Theorie der kom- 
plexen Zahlensysteme die größte Einstimmigkeit. Liegt die Unsicher- 
heit dann in den geometrischen Tatsachen? Auch dort nicht. Denn 
die geometrischen Gebiete, um welche es sich handelt, sind so vollständig 
bekannt, daß auch hier keine Meinungsunterschiede mehr auftreten können. 
Die Unsicherheit muß also entstehen bei der Verknüpfung der Zahlen- 
systeme mit den geometrischen Größen. Diese Verknüpfung 
geschah nun aber bisher auch immer so, daß zu bestimmten geometri- 

1) 10. 2. 



Einleitung 3 

sehen Großen ein Zahlensystem „gegeben^^ wurde, und die Richtigkeit 
der Wahl sich eigentlich erst nachher durch die völlige Korrespondenz 
der geometiischen und algebraischen Eigenschaften erweisen mußte. 
Natürlich haben die Schöpfer der Systeme sich auch immer bemüht, ihr 
System von yomherein zu begründen, und namentlich Graßmann hat sich an 
der Begründung seiner Ausdehnungslehre sehr viel gelegen sein lassen. 
Immerhin ist man sich aber doch über die invariantentheoretische und 
gruppentheoretische Bedeutung der Ausdehnungslehre^), sowie auch der 
Quatemionentheorie*), erst in späterer Zeit klar geworden. Es liegt also 
gerade in dieser Verknüpfung der Systeme mit den Größen eine Quelle 
der Unsicherheit, und die Möglichkeit des Auftretens von Meinungs- 
unterschieden in der Folge erk^>rt sich damit auf einen Schlag. 

Eine solche Erklärung wäre nun wenig nützlich, wenn nicht zu 
gleicher Zeit der Weg angegeben würde, wie man, ausgehend von ge- 
gebenen geometrischen Größen, mit Vermeidung aller Unsicherheiten, zu 
dem zugehörigen Zahlensystem gelangen kann. Dieser Weg war aber 
erst vorhanden, nachdem Klein das Prinzip der Klassifizierung der Geo- 
metrien und geometrischen Größen nach ihrem Verhalten bei verschie- 
denen Transformationsgruppen aufgestellt hatte. Nach dem Kleinschen 
Prinzip') ist eine Geometrie Invariantentheorie einer ganz bestimmten 
Transformationsgruppe, und eine g eometrische Größe der Inbegriff einer 
Anzahl Bestimmungszahlen besonderer Art. Sind in einem Räume von 
n Dimensionen m Punkte Pi; . . •> p^ durch ihre Koordinaten 

in bezug auf ein beliebiges Koordinatensystem gegeben, so können aus 
diesen Koordinaten eine beliebige Anzahl z. B. q Funktionen r gebildet 
werden: 

^1 ^ /iCPli; Pli9 • • •» Pin} Pil9 ' • 'f Pmn) 

(1) '^-f'^ • ) 

r,--f,{ ), 

die wir als die Bestimmungszahl eines neuen mathematischen Obj ekts r 
betrachten können. Wird jetzt das Koordinatensystem denTra^slorma- 
tionen einer beliebigen Transformationsgruppe mit den Parametern a^, 
. ., c^^ unterworfen, so ist: 

(2) Äy = <PijiPn, ' • ; Pmn, «1» • • > «,) ,•"/"'« 

1) Vgl. Stady-Engel, Amnerknngen zu 94. 1 S. 406. 

2) Biurkhardt 93. 8. 

3) 72. 1, 93. 9, 93. 10, 02. 2, 06. 2, 09. 18. 

1* 
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und: 

(3) r^ « /i(i>n, PiB, . . ., p[„, K, . . ., K J, 
oder, durch Substitution von (2): 

(4) r, - ^*(Pn, Pi„ . . ., Pmy Pnf • • •» Pmn)- 

Die neuen Zahlen r^', . . ., r^' können wir auffassen als die Bestimmungs- 
zahlen desselben mathematischen Objekts r in bezug auf das neue Koor- 
dinatensystem. Wenn es nun möglich ist, aus (1) und (4) die Bestim- 
mungszahlen p zu eliminieren, imd also die / rein als Funktionen der r 
und der Parameter der Transformation a anzugeben: 

so ist r ToUständig bekannt^ wenn nur seine Bestimmungszahlen in be- 
zug auf irgend ein Koordinatensystem gegeben sind. In diesem Falle, 
wo die Bestimmungszahlen von r sich, wie man sagt, in sich transfor- 
mieren, nennt Klein r eine gftO"^*^*'ir lsche Größe. ^) 

Eine geometrische Größe existiert also nur läei ganz bestimmten 
Transformationsgruppen, und kann bei anderen, bei denen die Eigen- 
schaft des Insichtransformiertwerdens nicht besteht, als solche zerstört wer- 
den (vgl. S. 24). Ferner erscheint die Art und Weise, wie die Bestimmungs- 
zahlen sich bei der zugrunde gelegten Gruppe transformieren, oder, wie 
wir kurz sagen wollen, die Orientierungsweise, als charakteristische Eigen- 
schaft einer solchen Größe, und wir gelangen so zu dem Kleinschen 
Klassifizierungsprinzip, nach welchem alle Größen gleicher Orientierungs- 
weise als von gleicher Art angesehen werden. 

Betrachten wir die geometrischen Größen von diesem Standpunkt, 
so ist zunächst klar, daß die Frage nach dem Zahlensystem für die 
Größen eines bestimmten, z. B. des dreidimensionalen Raumes, ohne An- 
gabe der Transformationsgruppe, die der Betrachtung zu- 
grunde gelegt werden soll, gar keinen Sinn hat. Denn je nach- 
dem dann die eine oder die Andere Transformationsgruppe bewußt oder 
unbewußt zugrunde gelegt wird, kann man verschiedene Systeme erhalten, 
und es läßt sich zeigen, daß in der Tat die verschiedenen vorhandenen 
Analysen sich gerade in solcher Weise unterscheiden. 

Wird die Transformationsgruppe aber mitgegeben, so ist die Frage 
eine ganz bestimmte, wenn zunächst festliegt, was wir unter Addition 
verstehen wollen.') Denn da die Multiplikation ja nichts anderes ist als 



1) 09. 18, S. 69. 

2) Die Addition selbst läßt sich in ähnlicher Weise gruppentheoretisch be- 
handeln. Es zeigt sich, daß die Addition in Beziehung steht zur Gruppe der 
Trauslationen. (Vgl. Schur, 88.1.) Da Über die Definition der Addition von Vektoren 
im allgemeinen Einstimmigkeit herrscht, wird diese hier nicht weiter diskutiert. 
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eine zur Addition distributive Verknüpfung, bedeutet die Frage nach dem 
Zahlensystem bestimmter geometrischer Größen (d. h. also Größen be- 
stimmter Orientierungsweise) nichts anderes^ als die Frage nach der all- 
gemeinsten distributiven Verknüpfung dieser Größen, in der keine Teile 
anderer Orientierungsweise enthalten sind. Da aber die allgemeinste 
Orientierungsweise, und also, nach dem Eleinschen Elassifi- 
zierungsprinzip, auch die allgemeinste geometrische Art 
eines Produktes stets, eben des distributiven Gesetzes wegen, 
vollkommen gegeben ist durch die Orientierungsweisen der 
beiden Faktoren, so läßt sich diese Frage stets sehr einfach beantworten. 
Man gelangt bei der Beantwortung- zu einem System, das im aUgemeinen 
noch einige Zahlenparameter enthalten wird, und also eigentlich ein System- 
komplex ist. Dieser Systemkomplex umfaßt aber sicher sämt- 
liche für die gegebenen Größen möglichen Zahlensysteme, da, 
außer dem distributiven Gesetz, dem ja jede Multiplikation ge- 
horchen muß, keinerlei weitere Voraussetzungen gemacht sind. 

Wir gelangen also zu dem verlangten allgemeinsten Gesichtspunkt, 
der uns ermöglicht zu jeder Gruppe genau definierter geometri- 
scher Größen sofort den zugehörigen Systemkomplex anzu- 
geben, wenn wir das Eleinsche Prinzip nicht nur zur Klassifizierung 
von Größen, sondern auch zur SchaJBFung von Zahlensystemen verwenden.^) 
Außer einer Arbeit Graßmaitts von 1855'), in der verschiedene allgemeine 
Eigenschaften der Multiplikationen von Vektoren, durch Änderung der 
Koordinaten, also vermittels bestimmter Transformationen abgeleitet wer- 
den (vgl. S. 122), und einer Arbeit von Voigt von 1904'), in der die Trans- 
formationsweise der Bestimmungszahlen von Größen verwendet wird zur 
Auffindung einiger Multiplikationen zweiter Ordnung (vgl. S. 151), sind 
keine Versuche in dieser Richtung zu verzeichnen. Das Kleinsche Prinzip 
dürfte also unseres Wissens hier zum erstenmal zur Bildung vollständiger 
Zahlensysteme herangezogen sein. 

Das Prinzip erwies sich als ungemein fruchtbar. Wie im ersten 
Kapitel gezeigt wird, gelangt man für die Größen in einem Punkt in 
drei Dimensionen unter Zugrundelegung der Gruppe der Drehungen für 



1) Erst damit ist der Zeitpunkt eingetreten, wo die oben geforderte begriff- 
liche Einheit vorhanden ist und also über Fragen der Notation wirklich fruchtbar 
diskutiert werden könnte. Nach dek Verfassers Meinung wäre es aber zu empfeh- 
len, die Diskussion, oder doch wenigstens die endgültigen Festsetzungen so lange 
aufzuschieben, bis auch die Systeme dritter und vierter Ordnung ausgearbeitet 
sind, da sich dabei doch noch manche überraschende Erweiterung des Gesichts- 
kreises, namentlich in bezug auf die verschiedenen Grundmultiplikationen, ergeben 
könnte. 2) 66. 1. 3) 04. 6. 
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die Haüpteinteilung der Größen in Ordnungen, nnd der Gfruppe der 
speziellen affinen Transformationen für die feinere Unterscheidung, zu 
einem System mit 12 Einheiten, das noch einige Parameter enthält. Es 
zeigt sich aber, daß die Wahl dieser Parameter grnppentheoretisch un- 
wesentlich ist, daß man sich also bei einer bestimmten Wahl geometrisch 
keine Beschränkung auferlegt, und femer, daß unter allen möglichen 
Systemen nur ein assoziatives ist, das, weil einfacher für die Rech- 
nung, den anderen vorzuziehen ist. Dasselbe umfaßt, wie zu erwarten 
war, sämtliche bisher existierenden Systeme, und ist, da es sich aus drei 
Quatemionensystemen auf drei verschiedenen Stufen zusammenstellt, sehr 
übersichtlich und leicht zu handhaben. An diesem System wird jetzt die 
Zerlegung der Hauptmultiplikation in zwei Grundmultiplikationen voll- 
zogen, es werden die abgeleiteten Mul ti plikationen gebildet, seine geo- 
metrische Bedeutung und seine Beziehungen zur Quateniionentheorie, zur 
Yektoranalysis und zur Ausdehnungslehre besprochen, wobei auch die drei 
Hauptpunkte des Streites der verschiedenen Schulen klargelegt werden. 
Die Bedeutung und Berechtigung der verschiedenen Systeme und ihre 
Beziehungen zu bestimmten Transformationsgruppen treten deutlich zu- 
tage, und nur das + Zeichen der Vektoranalysis {Ii-ii«« + 1) erweist sich 
als unbegründet. Lassen wir die feinere Unterscheidung vermittels derspe- 
ziellen affinen Gruppe beiseite, so geht das System zurück auf ein ursprüng- 
liches System (vgl. S. 16) zweiter Ordnung, die Quatemionen mit zer- 
legter Multiplikation, oder die Yektoranalysis mit i^ • i^ » — 1. Das 
Kapitel schließt mit der Angabe der Systeme bis zur ersten Ordnung 
für mehrere Dimensionen und ihrer Beziehungen zur Ausdehnungslehre, 
einigen kurzen Angaben über die Bildung der Systeme der gebundenen 
Ghrößen, und einer Besprechung der polaren und axialen Größen. 

Im zweiten Kapitel wird dasselbe Verfahren angewandt zur Bildung 
der Analysis bis zur zweiten Ordnung, der Affinoranalysis. Die feinere 
Unterscheidung der Größen vermittels der speziellen affinen Gruppe wird 
hier fortgelassen, da sie vorläufig keine praktische Bedeutung hat. Es 
zeigt sich, daß die Analysis als ursprüngliches System (vgl. S. 16) dritter 
Ordnung (9 Einheiten) aufzufassen ist. Zu den Skalaren und Vektoren 
gesellen sich Größen zweiter Ordnung (mit 5 Einheiten), Deviatoren, 
zusammen die allgemeinsten Größen, Affinoren, bildend. Die Haupt- 
multiplikation zerfallt in 3 Grundmultiplikationen, die skalare, die vek- 
torische, und eine neue, die deviatorische. Nach Einführung der Begriffe 
des oberen und unteren Affinors, bzw. der oberen und unteren Multi- 
plikation, erfolgt die geometrische Deutung der verschiedenen Größen. 
Zum Schluß wird der Weg zur Ableitung der Systeme höherer Ord- 
nung angegeben. Das System der Größen bis zur dritten Ordnung ist 



Einleitung 7 

ein ursprüngliches System vierter Ordnung (16 Einheiten) ^ und es ge- 
sellt sich zu den vorigen Größen eine dritter Ordnung (7 Einheiten), 
während die Multiplikation in 4 GrundmultipUkationen zerfällt, usw. 
Namentlich zeigt sich dabei, wie sämtliche Analysen eine einzige zu- 
sammengehörige und durchgehende Reihe bilden, deren erste die Yek- 
toranalysis ist, allerdings nur wenn sie mit dem Minuszeichen (i^* i^»» — 1) 
versehen wird. Das Kapitel schließt mit einer Übersicht über das Vor- 
kommen der geometrischen Größen bis zur vierten Ordnujig und der 
Angabe einer allgemeinen Regel für die Orientierungsweise der Produkte 
von Größen beliebiger Ordnung. 

Im dritten Kapitel werden die Rechnungsregeln der Affinoranalysis 
freigemacht von Koordinaten. Nachdem die Begriffe der affinorischen 
und dyadischen Multiplikation festgelegt sind, werden die verschiedenen 
Produkte von zwei, drei und vier Vektoren angegeben. Eine Tabelle er- 
leichtert die Übersicht. Nachdem die wichtigsten Produkte von Vektoren 
mit Affinoren und Affinoren unter sich angegeben sind, werden die 
Grundsätze, die bei der Wahl der Symbole und Zeichen befolgt sind, 
kurz zusammengefaßt. 

Im vierten {Kapitel kommen die Dyadenrechnung und die Beziehun- 
gen zu anderen Analysen zweiter Ordnung zur Sprache. Das Rechnen 
mit Dyaden, den einfachen Operatoren zweiter Ordnung, gestaltet sich in 
der Affinoranalysis besonders einfach. 

Das fünfte Kapitel ist der Infinitesimalrechnung gewidmet. Die Be- 
handlung ist zunächst allgemein gehalten, indem der totale Differential- 
quotient einer Größe beliebiger Ordnung nach einer anderen ebenfalls 
beliebiger Ordnung untersucht wird. Es zeigt sich dabei, daß zu jeder 
Ordnung Differentialoperatorkeme gehören, von denen das D der ge- 
wöhnlichen Differentialrechnung und das V der Vektoranalysis nur 
Spezialfälle für die nullte bzw. erste Ordnung sind. Die Ordnung des 
Differentialquotienten läßt sich stets von vornherein genau angeben. 
Aus einer vorläufigen Anwendung des Operators V L auf ein Vektorfeld 
ergibt sich die mnemotechnische Bedeutung der für die Grundmultipli- 
kationen gewählten Zeichen. Die Wirkung von Differentialoperatoren 
auf Summen oder Produkte wird erst allgemein für beliebige Ordnungen 
behandelt. Dabei ergibt sich eine Regel für die Umformung, und der 
Begriff der abgeleiteten Differentialoperatoren, die zur Umgehung von 
Multiplikationen höherer Ordnung Verwendung finden können. Die all- 
gemeinen Prinzipien werden angewendet auf Produkte von Skalaren, 
Vektoren und Affinoren. Es folgen die Operatoren zweiten Grades, deren 
Behandlung sich in der Affinoranalysis vollkommen symmetrisch gestaltet. 
Die Flächen und Raumintegrale werden wiederum zunächst für Größen 
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beliebiger Ordnung angegeben^ wobei sich eine koordinatenfreie Defini- 
tion von V ergibt. Hier schließt sich eine Behandlung der Skalar-, Vektor- 
und Affinorfelder an. Bei den Vektorfeldern zeigt sich namentlich die 
Überlegenheit des Minuszeichens in den Regeln der Yektoranalysis, da 
nur dieses eine vollkommen symmetrische Formulierung ermöglicht. Zum 
Schluß wird eine Übersicht gegeben über die Behandlung der Differential- 
operatoren in anderen Systemen. 

Im sechsten Kapitel wird an einigen Beispielen gezeigt^ wie sich 
die Affinoranalysis in der Praxis handhaben läßt. Dieselben beziehen 
sich auf die Bewegung starrer Körper, die Elastizitätslehre des allge- 
meinen isotropen Mediums, die elektromagnetischen Erscheinungen, und 
die für die Elektrotechnik wichtige YektordarsteUung periodischer Er- 
scheinungen. Der praktische Nutzen der Affinoranalysis zeigt sich ins- 
besondere bei der Anwendung auf die Elastizitätslehre, da sie es ermög- 
licht, jede Erscheinung schnell und übersichtlich in ihre wesentlichen 
Komponenten zu zerlegen. 

E. Waelsch^) gelangt zu neuen distributiven Verknüpfungen von 
Vektoren, indem er jedem Vektor eine binäre quadratische Form zu- 
ordnet, deren drei Koeffizienten bestimmte komplexe lineare Funktionen 
der Koordinaten sind, die eine geometrische Deutung finden, wenn der 
Vektor in bezug auf den imaginären Kugelkreis bestimmt wird. Einer 
binären Form zwei-«**' Ordnung, die sich in n je einen reellen Vektor 
bestimmende Vektoren zerlegen laßt, ordnet er eine geometrische Größe zu, 
die durch n gleichlange Vektoren und durch eine Zahl, also durch 2n+ 1 
Bestimmungszahlen gegeben wird, und n-Bein genannt werden kann. Die 
Summe zweier n-Beine wird definiert als das n-Bein der Summe der zu- 
gehörigen Formen. Die Produkte eines n-Beins mit einem m-Bein er- 
geben sich, indem man zu jeder aus der Invariantentheorie bekannten 
„Überschiebung^^ der zugeordneten Formen das zugeordnete Vielbein be- 
stimmt, in der Tat sind die so entstehenden Verknüpfungen distributiv in 
bezug auf die Addition. Nun entsprechen den n-Beinen Waelschs die von 
uns als reine geometrische Größen n^^ Ordnung definierten Gh'ößen, und 
es sind die Waelschschen Produkte bis auf Zahlenfaktoren die Bestandteile 
nuUter, erster usw. Ordnung der totalen Produkte einer unserer Analysen bis 
zu beliebiger Ordnung. Man könnte seine Multiplikationen also etwa als 
ElementarmultipUkationen bezeichnen. Zu einer wirldichen Analysis kommt 
nun aber Waelsch nicht, er stellt sich nur die Aufgabe, überhaupt zu 
neuen Multiplikationen und höheren Größen zu gelangen, und seine Ele- 
mentarmultiplikationen werden dann auch unabhängig voneinander auf- 



1) 08.6; 04.8, 9, 10; 06.9; 06.4, 6; 07.8, 9. 
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gefunden und bleiben lose nebeneinander stehen, ohne daß Grund- 
und Hauptmultiplikationen entstehen^); und ohne daß Rechnungsregeln 
zur Umformung von Produkten, die die eigentliche Rechnung erst er- 
möglichen würden, gebildet werden.^) Dagegen entsteht auf dem von uns 
befolgtem Wege, also bei Anwendung des Kleinschen Elassifizierungs. 
prinzips zur Systembildung, jedes System beliebiger Ordnung sofort voll- 
ständig, sämtliche Grund-, Haupt- und abgeleiteten Multiplikationen ent- 
haltend. Übrigens ist die Waelschsche Methode in hohem Maße inter- 
essant, da sie die Beziehungen der höheren Zahlensysteme zu den 
Theoremen der Invariantentheorie der binären Formen und zur Theorie 
der Kugelfunktionen*) hervortreten läßt, und so erlaubt, diese Teilgebiete 
von einem zentralen Gesichtspunkte zu betrachten. Ein ganz besonderes 
Interesse gewinnt sie noch dadurch, daß sie für die Analysen höherer 
Ordnung eine Arbeit von ßurkhardt ergänzt. H. Burkhardt hat 1893 ge- 
zeigt^), daß alle Skalare und Vektoren, die, bzw. deren Komponenten, 
rationale ganze Funktionen der Komponenten beliebig vieler gegebener 
Vektoren und ihrer Differentialquotienten nach den Koordinaten sind, 
sich stets vermittels der beiden Teile des Quaternionprodukts aus den 
gegebenen Vektoren und V ableiten lassen. Diese beiden Teile genügen 
also vollständig zur Darstellung sämtlicher ganzer rationaler Vektor- 
funktionen nuUter und erster Ordnung. Wie Burkhardt sehr richtig 
bemerkt, ist die Bedeutung des Quaternionprodukts von diesem Umstand 
wesentlich abhängig. Wo es sich nun in diesem Buche herausstellt, daß 
die Multiplikationen • und x die beiden ersten, zur nullten und ersten 
Ordnung gehörigen Repräsentanten einer Reihe von Multiplikationen sind, 
von denen jede einer ganz bestimmten Ordnung angehört, da kann man 
die Frage stellen, ob nun auch jede beliebige Größe höherer Ordnung^ 
deren Komponenten rationale ganze Funktionen der Komponenten ge- 
gebener Vektoren und ihrer Differentialquotienten nach den Koordinaten 



1) Die Multiplikation X (▼gl- S. 73) kennt Waelsch z. B. nicht, dieselbe er- 
scheint bei ihm (bis anf Zahlenfaktoren) als Oi nullte Überschiebung, bei zwei 
Vektoren, aber als i , zweite Überschiebung, hei einem Vektor und einem Deviator 
und als 4 , vierte Überschiebung, bei zwei Deviatoren, 06. 5 S. 249 und 255. 

2) Für eine Ausnahme siehe jedoch z. B. 06. 6 S. 266 61. (17), gleichbedeutend 
mit unserer GL (177). f* lOÜ 

8) Die Beziehung zu den Eugelfunktionen beruht auf der Tatsache, daß der 
Skalarteil des Produktes einer festen xmd einer veränderlichen geometrischen Größe 
n^' Ordnung, von denen letztere das n fache Prodakt eines Vektors mit sich selbst 
ist, eine Kugelfunktion darstellt. In der Tat ist z. B. 

,„ , V*{(aXb).(xXx)}»0 

(vgl. (197) S. 106). 

4) 98. 8. 
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sind, yermittels der Multiplikationen •, x, X usw. aus den gegebenen 
Vektoren und V abgeleitet werden kann. Die Beantwortung dieser Frage, 
und zwar in bejahendem Sinne, ist nun für die oben erwähnten Ele- 
mentarmultiplikationen in der Waelsch sehen Arbeit enthalten, sie ergibt 
sieh als eine unmittelbare Anwendung des Oordan sehen Fundamental- 
satzes der binären Invariantentheorie.^) Implizite ergibt sich durch diese 
Untersuchungen also auch, daß die von uns abgeleiteten Analysen der 
geometrischen Größen zweiter, dritter usw. Ordnung mit 9, 16 usw. Ein- 
heiten auch inyariantentheoretisch in genau derselben Beziehung stehen 
zu den geometrischen Größen bis zur zweiten, dritten usw. Ordnung, wie 
die Yektoranaljsis zu den geometrischen Größen bis zur ersten Ordnung. 
Es mag noch eines hervorgehoben werden. Da es sich in diesem 
Buche in erster Linie darum handelte, darzutun, wie mit der Zugrunde- 
legung der Klein sehen Prinzipien bei der Bildung von Zahlensystemen 
geometrischer Größen, der Grund des Streites zwischen den yerschiedenen 
Schulen endgültig aufgehoben ist, und die Methode anzugeben, wie zu 
jeder beliebigen Klasse von geometrischen Größen die zugehörigen Zahlen- 
systeme gefunden werden können, eine Methode, die dann für die Größen 
bis zur zweiten Ordnung näher ausgearbeitet wurde, hat sich das Ganze 
durchaus anders gestaltet, als wenn es sich nur darum gehandelt hätte, dem 
interessierten Physiker oder Techniker schnell eben nur die Bechnungs- 
regeln der Affinoranalysis zum praktischen Gebrauch beizubringen, um 
nun aber auch den Kategorien von Lesern gerecht zu werden, denen es 
nur auf die praktische Verwendung der Analysis zweiter Ordnung an- 
kommt, ist in einem wenige Seiten zählenden Anhang soviel von den 
Rechnungsregeln mit etwas erläuterndem Text zusammengestellt, daß 
der Leser dieses Anhangs z. B. dem Verlauf der mathematischen Deduk- 
tionen bei den Anwendungen im sechsten Kapitel wenigstens zu folgen 
vermag, und so imstande ist zu beurteilen, ob die Affinoranalysis für sein 
Spezialgebiet nützlich sein kann, und ein näheres Studium derselben für 
ihn daher lohnend ist. 



1) 06. 6 S. 251. 



Erstes Kapitel. 

Die assoziatiyen Zahlensysteme und ihre Beziehungen 
zn den geometrischen Größen bis znr ersten Ordnung, 

Allgemeines. Die höheren Zahlensysteme, die hier besprochen 
werden sollen, lassen sich folgendermaßen definieren^): 

n Elemente e^, . . ., e„ unterliegen einer eindeutigen, kommutativen 
und assoziativen Verknüpfungsweise, +, Addition, mit eindeutiger Um- 
kehrung, — , Subtraktion.^) unter Multiplikation werde eine übrigens 
beliebige Yerknüpfongsweise verstanden, die in bezug auf die Addition, 
und also auch in bezug auf die Subtraktion nach beiden Seiten distri- 
butiv ist. Die Multiplikation von gewöhnlichen reellen oder komplexen 
Zahlen mit den Elementen O^^ • . •, ^n ^^ kommutativ und assoziativ, sie 
wird angedeutet durch einfaches Nebeneinanderschreiben. Kombinationen 
dieser Multiplikation mit derjenigen von gewöhnlichen Zahlen, oder mit 
ii^endeiner Multiplikation von Elementen, sind assoziativ. Es gilt die 
Identität 
(1) öi + ©i + ö, H w-mal =- we^ i «« 1, . . ., «. 

Unter einer Zahl a des Systems verstehen wir die Kombination: 

i i 

WO die a gewöhnliche reelle oder komplexe Zahlen sind. Die Elemente 6 

heißen die Einheiten des Systems. 

Wenn 

a-0, 
so ist: 

a^ =* 0, i«-» I, . . ,w, 

d. h. die Einheiten des Systems sind linear unabhängig. 

1) Für eine vollfllAndige Definition siehe die Arbeit des Yerfassers „Zur 
KlasBifiziening der assoziativen ZaklenByateme^', Math. Ann. 1914 (fernerhin zitiert 
14. 1), B. X'\-2 {x + l'^ Anfangsseite des Artikels). Für Bemerkungen zu dieser 
Art Definitionen überhaupt siehe ebenda. 

2) Graßmann 44. 1, S. 7, Whitehead 98. 1, S. 80. 
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Alle Multiplikationen höherer Zahlen führen wiederauf eine Zahl 
des Systems zurück. Dazu genügt^ daß 



(3) 



e. 



k 



*,^= 1,. . .,», 



WO die y gewöhnliche Zahlen sind. Das Multiplikationszeichen werde, 
wo Zweideutigkeit ausgeschlossen ist, unterdrückt. Die Multiplikation ist 
vollständig gegeben durch die n^ Zahlen y. 

Ein System wird dargestellt durch seine Multiplikationstabelle, z. B. 



(4) 
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«1 


e« 








e, 








«1 
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e. 
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e* 
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e. 


«4 



Der Pfeil; der die Richtung der Multiplikation angibt, und die Band- 
angaben werden, wo Undeutlichkeit ausgeschlossen ist, fortgelassen. 

Führt man statt der n vorhandenen Einheiten n andere linear un- 
abhängige Zahlen des Systems als Einheiten ein, so ändern sich im all- 
gemeinen die Zahlen y, und das System erscheint in anderer Gestalt, 
es bleibt aber dasselbe System. Wir nennen nun zwei Systeme: 

gleich und gestaltgleich, wenn sie durch gleiche Tabellen, die 
sich auf dieselben Einheiten beziehen, gegeben sind, 

gleich, wenn das eine System durch Einführung neuer Einheiten 
dem anderen gleich und gestaltgleich gemacht werden kann, z. B. das 
System (4) und: 



(5) 



^ 1. 


i, 


h 


m 


ii 


— m 
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-u 


it 


U 


-h 


— m 


ii 


1, 


i, 


h 


-ii 


— m 

■ 


is 


m 


ii 


h 


h 


m 



vermöge der Substitution: 



1) Als allgemeineB , eine Multiplikation andeutendes Zeichen wollen wir — o 

verwenden. Die Asymmetrie dieses Zeichens in bezug auf eine vertikale Mittellinie 

entspricht der Nichtkommutativit&t der Multiplikation und ermöglicht die üm- 

kehmng: 

a — o b =» b o— a. 



Allgemeines. 
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(6) 



m — 6} + e^, 

ii-(ei-e,)l/=l, 



isomorph oder formgleich, wenn zwar die beiden Tabellen 
dieselbe Form haben, sich aber auf andere Zahlen als Einheiten be- 
ziehen, z. B.: 



0) 




^ 


e, 


e. 


e, 


e» 





«8 





e, 



äquivalent, wenn das eine System durch Einführung neuer Ein- 
heiten dem anderen formgleich gemacht werden kann. Liegt ein System 
in zwei verschiedenen aber formgleichen Gestalten vor, so heißt dasselbe 
in diesen Gestalten selbstisomorph, z. B. das durch (4) angegebene 
System und: 



(8) 



e 
e 
e 
e 



>r 


«i 


e. 


e, 


e* 


1 


e/ 


e,' 








's 








e/ 


e,' 


•,' 


e,' 


e; 








•; 








e,' 


e; 



z. B. vermöge der Substitution: 

^1 "^ ®1 + ®2; 



(9) 



©2 =* ©2» 



6j = — 6j — ©2 "1" ®S "1" ®4* 
©4 = ©4 — ©2' 

Alle Zahlen, die aus m voneinander linear unabhängigen Zahlen des 
Systems linear abgeleitet werden können, bilden zusammen ein Unter- 
gebiet. ^) Führen die Multiplikationen dieser Zahlen unter sich wieder 
in das üntergebiet zurück, so bilden sie ein System für sich, ein Unter- 
system des Hauptsystems. Führen auch die Multiplikationen der 
Zahlen eines Untersystems mit allen anderen Zahlen des Systems in das 
Untersystem zurück, so heißt dasselbe ein invariantes Untersystem. 
Kann ein System in zwei invariante Untersysteme zerlegt werden, die 
keine Zahlen gemein haben und zusammen alle Zahlen des Systems be- 



1) Graßmann 62. 1, S. 16, Maclagan Wedderbum 07. 1, S. 82, Whitehead 
98. 1, S. 128. 
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stimmen^ so ist das Produkt einer Zahl des ersten mit einer Zahl des 
zweiten Untersystems stet» null, und das Hauptsystem heißt reduzibeL 
Durch geeignete Wahl der Einheiten läßt sich ein System mit Unter- 
System, bzw. ein System mit invariantem Untersystem, bzw. ein redu- 
zibeles System in folgende Form bringen: 



e 



e 

6 



6 





«1 «m 


®m + l ®« 


m 


Zahlen des 
üntezsystems 

^ • • • ®m 


Zahlen 


m+1 


des Sys 


tems 




Ol ... ©^ 


'. 





System mit Untersystem 

®17 • • •♦ ®m* 



6 



e 



e 





e, «"m 


®m + l ®n 


1 


1 

: 

Zahlen 
des 1 


'm-l-l 


üntersystems 
^ • • • ®m 


Zahlen 

des 
Systems 

®i • • • ®» 



System 
mit invariantem Untersystem 



e. 



© 



m 



m + 1 



Ö 



©1 



®m®m + l 



©, 



Zahlen 
des Ünter- 
systems 

®i • • • ®m 


Null 


NuU 


Zahlen 
des ünter- 
systems 



Reduzibeles System. 



Sind zwei Systeme e^, . . ., e„ und f^, . . ., f^ gegeben, und besteht 
zwischen den e und den f eine kommutative Multiplikation, die in Rom- 



Untersjsteme and Pioduktsjsteme. 
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(10) 



e.f^ = f^e, 



binationen mit den Multiplikationen der Systeme assoziativ ist, so sind 
die nn' Kombinationen 

(Multiplikationszeichen unterdrückt) aufzufassen als Einheiten eines 
Systems mit nn Einheiten. Dieses System heißt das Produktsystem ^) 
der Systeme in e und in f, z. B.: 



(11) 





«1 


«1 


1 


«l 





i 





e» 



'2 




(12) 





gl 


Si 


gs 


g4 


Si 


Si 











St 





s* 








Ss 








g> 





S4 











g« 



gl 

St 

g« 



«1^1, 

eji,, 



Die assoiiativen Systeme und der Mcdnlas. In einem System 
können im allgemeinen Produkte null werden, ohne daß einer der Fak- 
toren null wird. Faktoren eines solchen Produktes heißen Teiler der 
Null. Es kann bewiesen werden, daß es, wenn in einem assoziativen 
System nicht alle Zahlen Teiler der Null sind, eine einzige Zahl m 
gibt, die bei Multiplikation mit den anderen Zahlen dasselbe Resultat 
gibt, wie die gewöhnliche Zahl 1 bei der multiplikativen Verknüpfung 
Yon gewöhnlichen und höheren Zahlen.') Stellen wir die Multiplikation 
Yon höheren Zahlen mit gewöhnlichen Zahlen einen Augenblick durch o 
dar, so ist also der Operator: 

m— o=»— cm 

in Wirkung gleich mit: 

1 © «- © 1. 

Es ist aber hervorzuheben, daß keineswegs ohne weiteres folgt, daß m 



1) Die Multiplikation der Systeme wurde zuerst von Glifford 1878 (78. 1) für 
ursprüngliche Systeme angegeben, und von Scheffers 1891 (91. 1, S. 328) allgemein 
formuliert und in Beziehung gesetzt zur Zusammenstellung der Teilsysteme eines 
leduzibelen Systems, die Addition genannt wurde. In der Tat besteht dann das 
distributive Gesetz. Addition und Multiplikation der Systeme haben namentlich 
dadurch Bedeutung erlangt, daß Maclagan Wedderbum 1907 (07. 1) auf diese Grund- 
lagen seinen Kalkül der Systeme aufgebaut hat (14. 1, S. x -f~ ^0)- 

2) Vgl. z. B. G.W. Scheffers 91. 1, S. 296, und 14. 1, S.oj + H.n 
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mit 1 identisch ist, da die multiplikative Verknüpfuugsweise in beiden 
Fällen eine ganz andere ist. 

Die ursprflngUohen Systeme und Ihre ITormalformen. Ist 

ein Zahlensystem assoziativ, so genügen die n' Konstanten y den u^ Glei- 
chungen: 

(13) 2 ^(^'*' ^'» ~ ^*" ^<") ^ ^ 

1 

Die Lösung dieser Gleichungen, die zu allen möglichen assoziativen 
Systemen führen würde, ist schon bei n « 3 mit unüberwindlichen 
Schwierigkeiten verbunden. Es sind daher andere Methoden zur Klassi- 
fizierung ausgebildet worden. Auf diese Methoden selbst sei hier nicht 
näher eingegangen, es sei nur gestattet, eins ihrer wichtigsten Resultate 
anzuwenden. Es läßt sich nämlich zeigen ^), daß jedes assoziative Zahlen- 
system mit n Einheiten Untersystem ist des Systems: 



(14) 



e,p wenn j = Ä,. 
^ Ordnung des Systems =« «' ^ w . -) 



^ij ®*i "~ 



Die durch diese Formeln angegebenen Systeme, die also nur mit 4, 9, 
Iß usw. Einheiten auftreten, heißen nach Molien u r s p r ü n g 1 i c h g 
Systeme. Das ursprüngliche System zweiter Ordnung, die Hamilton- 
schen Quaternionen, ist durch die Tabelle (4) gegeben^ wo 

Eine ähnliche Form für das System dritter Ordnung, die Nonionen von 
Sylvester, erhält man, indem man setzt: 



(16) 



®1 "* ®11> 


®4 — ®J1 > 


®7 "■ ®3l > 


^2 ■" ®1J; 


®6 =" ®»J> 


®8 "~ ®8;> 


®3 ^ ^13? 


®6 = ®M> 


®9 '^^ ^33 5 



die Tabelle dieses Systems erhält dann die Form: 



1) Vgl. U. 1, S. a; + 60. 

2) C. S. Peirce 81. 2. 



Die nnprünglichen Systeme and ihre Normalformen 
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(16) 



>» 


' Ci 


e, 


% 


e* 


«5 


e, 


«7 


«8 


«9 


Cl 


«1 


e» 


«8 




















e« 











Ci 


e, 


«8 











e, 




















Ci 


e« 


«8 


e* 


«4 


«5 


% 




















«6 











e« 


«5 


«6 











% 




















«4 


«5 


e« 


«7 


«7 


«8 


«9 




















«8 











«7 


«8 


«9 











% 




















«7 


«8 


«9 



Die ursprünglichen Systeme sind die einzigen assoziatiTen, die keine 
invarianten Untersysteme besitzen.^) Da offenbar jedes ursprüngliche 
System irgendwelcher Ordnung Untersystem aller ursprünglichen Systeme 
höherer Ordnung ist, kann man sagen, es gäbe überhaupt nur ein 
assoziatives System, das ursprüngliche beliebig hoher Ordnung, von 
welchem alle möglichen Systeme Untersysteme sind. 

Liegt ein ursprüngliches System in der Form e,.^, i,^* = 1, ..., w, 
vor, so bilden die n Einheiten e^,., i = 1, ..., n, die ihren eigenen Qua- 
draten gleich und deren Produkte unter sich sämtlich null sind, ein Unter- 
system, das den Namen Hauptreihe, trägt. Es läßt sich zeigen, daß sich 
in einem ursprünglichen System n***' Ordnung beliebig viele Sätze solcher 
Einheiten finden lassen, die aber nie mehr als n Einheiten enthalten 
können.^) Es gibt also in einem ursprünglichen System beliebig viele 
Hauptreihen. Die anderen Einheiten lassen sich aber stets so dazu wählen, 
daß das System den Multiplikationsregeln (14) genügt. In bezug auf zwei 
beliebige Hauptreihen läßt sich das System also stets so ordnen, daß es 
in seinen beiden Gestalten selbstisomorph ist. (Vgl. S. 33).^) 

Die durch die Gleichungen (14) angegebene Form eines ursprüng- 
lichen Systems und einer (für sich als System betrachteten) Hauptreihe 
nennen wir die algebraische Normalform. Wir bezeichnen dieselbe 
mit dem Symbol 



CT. bzw. H 



an 



anf 



1) Vgl. 14. 1, S. 0? + 26. 

2) 14. 1, S. a; + 27 ff. 

8) 14. 1, S. o; 4- 23> Diese Eigenschaft, die auch für nichtuisprüngliche Systeme 
gilt, findet ihren Ausdruck in dem Satze der durchgehenden Selbstisomorphie der 
Systeme (14. 1, S. x-\-Zi) und ist für die Klassifizierung der Systeme besonders 
wichtiflf. 

SohoQten: Vektor- n. AfflnormialygiB 2 
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wo n die Ordnung des Systems anzeigt. Offenbar gilt für die Multi- 
plikation dieser Systeme: 






Die durch Tabelle (5) angegebene Form eines Systems zweiter Ord- 
nung nennen wir die geometrische Normalform erster Ordnung. 
Das Symbol für dieselbe sei 



U. 



ff2' 



Unter geometrischer Normalform erster Ordnung einer Hauptreihe n**' 
Ordnung wollen wir die Form verstehen: 

(17) e,= ei» e,«m 1„«1, ..., n, 



oder tabellarisch^ z. B. für n » 5 : 



(18) 





e. 


e, 


e. 


e* 


«5 


«1 


e» 


e» 


e* 


«B 


«1 


e« 


es 


e* 


«6 


«1 


«2 


e« 


«4 


«6 


«1 


e, 


e» 


e* 


«6 


«1 


e. 


e, 


e* 


«6 


«1 


e. 


e» 


«i 


«5 



e, 



m 



und dieselbe mit H^^ bezeichnen. Wie leicht ersichtlich, läßt sich jede 
Hauptreihe in diese Form bringen. Geometrische Normalformen erster Ord- 
nung lassen sich nur durch komplexe Substitutionen aus den algebrai- 
schen herleiten. Die Bedeutung dieser Formen wird sich weiter unten 
ergeben; dabei werden sich dann gleichzeitig auch solche für ursprüng- 
liche Systeme höherer Ordnung angeben lassen (vgl. S. .72). 

Oeometrisohe Dentiing der nrsprftngUohen Systeme und 
der Hauptreihen. Was nun die geometrische Deutung der assoziativen 
Zahlensysteme betrifft, so ist es von vornherein deutlich, daß es nament- 
lich erstens die alle andern umfassenden ursprünglichen Systeme, zweitens 
die allereinfachsten symmetrischen Untersysteme, also die Hauptreihen, 
und drittens die multiplikativen Kombinationen dieser beiden Systemarten 
sein werden, die für die allgemeine Theorie in Betracht kommen werden.^) 
Nur müssen wir uns darauf gefaßt machen, daß es, namentlich bei Ge- 
bieten höherer Dimensionenzahl, wo die Zahl der Einheiten sehr wächst, 
für das praktische Rechnen nützlich sein kann, das System zu verkürzen, 



1) Vgl. 14. 1 S. a? + 68. 
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d. h. einen Teil der Einheiten fortzulassen, zuweilen sogar mit Aufhebung 
des assoziativen Gesetzes. Es mag aber auch für diese im uneigenÜichen 
Sinne nicht-assoziativen Systeme seinen Wert haben, zunächst die Theorie 
der noch unverkürzten Systeme anzugeben. 



Die geometrisohen OröBen in einem Punkt nnd ihre Klassi- 
flsiening.') Ist in einem Räume von drei Dimensionen ein beliebiger 
Punkt gegeben, durch den drei beliebige zu- 
einander rechtwinklige Geraden gehen, jede mit 
einem Einheitsvektor 6^, 62, e,, so bestimmt jedes 
Zahlentripel o^, o,, a^ einen Vektor durch 
mit den Komponenten 




Fig.l. 
Vektor mit Komponenten 



«l^n (h^7 »8^8. 

Geben wir diesen Vektor an durch: 

(19) a « Ol Ol + ajCj + a^^e^ , 

so ist damit die Bedeutung der Addition von 
Vektoren festgelegt, a^, a^ und a^ nennen wir 

orthogonale Bestimmungszahlen des Vektors a. Es seien jetzt drei be- 
liebige, nicht komplanare Richtungen durch gegeben, jede mit einem 
Vektor beliebiger Länge e^', e^', %'- Man kann dann zunächst e^', e,', 63' 
linear homogen in e^, 62, 63 ausdrücken: 

|ei'=Äiiei + «1,62+ «1363 
(20a) e/ = a^ ©1 + «82 ^ + ^8 ®8 

l ©3 = «31 ©1 + «sj ©2 + «88 ®8 9 

und auch umgekehrt die e in den e': 



(20b) 



a 



cc. 



©1 Ä- ©1 + "a" ®2 + 



a 



81 



^®8 



©8 = -Ä- ®1 + "TT ®2 + 



A^3 



©3 — ~A~ ®1 + "Ä~ ®8 "I" 



^is A ' I ^99 



A «» 



Bekanntlich ist a/j die zu Uij gehörige Unterdeterminante der Deter- 
minante 



1) Darch den Znsatz „in einem Punkt^^ beschränken wir ans anf die soge- 
nannten freien Ghrößen , wie linienflüchtige oder freie Vektoren usw., und schließen 
die sogenannten gebundenen Größen, vgl. z. B. E. Jahnke 06. 4 S. 168, wie Linienteile 
oder Stäbe, von der Betrachtung aus. (Vgl. S. 60.) 

2* 
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(21) 



A = 



«11 «1« «18 
«21 «82 «28 
«81 «82 «88 



(Man beachte die Spiegelung an der Diagonale!). Die Umkehrung ist nur 
möglich, wenn A + 0. Da aber A den Inhalt des ParaUelepipeds e/, e,', 
63' gemessen mit dem Würfel e^, e,, Oj als Einheit angibt, ist der Fall 
A «=- hier den Voraussetzungen nach ausgeschlossen. Der Vektor a 
kann jetzt auf das neue Achsensystem bezogen werden, und seine Be- 
stimmungszahlen unterliegen dabei der Transformation: 





^1 A ^1^ A 


(22a) 


^ A ^1+ A' 




n' ^^^ a 4- " 


oder umgekehrt: 





a 



a^+-]ra 



"2 



8 



<^8 + 



a 



28 



«SS 



a 



8 



0^2 + X ^8 ' 



(22b) 



«2*= «12^/+ «22^2'+ «82 ^s' 
^8 = «18^/ + «88^2' + «88^3' • 



Die Transformationen (20) und (22) stehen in einem eigentümlichen 
Zusammenhange, ihre Parameter sind dieselben bis auf Spiegelung an der 
Diagonale, und die Indizes, die die neue Variabeinreihe von der alten unter- 
scheiden, haben ihre Stellung gewechselt. Solche Transformationen nennt 
man zueinander kontragre dien t, sodaß wir sagen können, daß sich 
bei einer Transformation der Grundeinheiten die Bestimmungszahlen eines 
beliebigen Vektors kontragredient zu den Grundeinheiten transformieren. 

Wir haben die Gleichungen (22) gedeutet als die Transformationen 
der Koordinaten eines festen Vektors bei Änderung des Achsensystems. 
Wir können dieselben aber auch deuten als eine homogene lineare oder 
affin^ ) Transformation des Raumes, beurteilt von dem festen Achsen- 
system Ol, Og, 63 aus. Jeder Vektor mit den Bestimmungszahlen a^, o^, a, 
geht dabei über in einen Vektor a^', a,', Oj'. Eine jede affine Transfor- 
mation des BiaTimes, für die A + 0, ergibt also für die Bestimmungs- 
zahlen eines beliebigen Vektors dasselbe Resultat, wie die zu dieser kon- 
tragrediente Transformation der Einheitsvektoren. Nach dem jeweils vor- 



1) Da wir nur die Größen in einem Punkt betrachten (vgl. S. 19), und dem- 
nach keine anderen als homogene Transformationen zuzulassen brauchen, werden 
wir unter affinen Transformationen stets stillschweigend nur homogene affine Trans- 
formationen verstehen. 
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liegenden Fall kann man die eine oder die andere Deutung der Gleichungen 
bevorzugen. 

Die Bestimmungszahlen eines Vektors a für irgend ein Achsensystem 
lassen sich nach (22) angeben als Funktionen von den Bestimmungszahlen 
für das erstvorhandene Achsensystem und von neun Parametern, die die Rich- 
tungen des neuen Achsensystems inbezug auf das alte und die Änderung 
der drei Maßeinheiten angeben. Der Vektor a kann auch durch drei an- 
dere unabhängige Zahlen gegeben werden, z. B. o, + ^s; ^s + ^i» ^1 + ^2) 
solche andere Bestimmungszahlen transformieren sich dann offenbar im 
allgemeinen in anderer Weise als a^, a^y a^. Gibt man insbesondere a an 
durch die drei Zahlen 

1. 1 1. 1 1. 1 
61=-^, h--i^^ 63=--, 

so transformieren sich diese, wie leicht darzuton ist, kontragredient zu 
den a. 

Aus der Invariantentheorie ist bekannt, daß die Summe der Produkte 
der korrespondierenden Variabein zweier Sätze yariabeler Zahlen dann 
und nur dann bei einer bestimmten Transformation inyariant ist, wenn 
die beiden Sätze sich bei dieser Transformation zueinander kontragredient 
transformieren. In der Tat ist z. B.: 

1 , 1 , 1 Q 

inyariant. Dies gilt auch noch, wenn einer der Variabelensätze aus Vek- 
toren besteht. In der Tat, wenn sich die Einheitsvektoren nach (20) trans- 
formieren, und demzufolge die Bestimmungszahlen eines beliebigen 
Vektors ^i; a^, 03 nach (22), also kontragredient zu den Einheitsvektoren, 
so bleibt 

bei dieser Transformation inyariant, während umgekehrt die Kontra- 
gredienz aus dieser Invarianz abzuleiten ist. 

Als zweites Beispiel einer geometrischen Größe in einem Punkte 
wählen wir einen Teil einer Ebene durch 0, dem ein bestimmter Dre- 
hungssinn zugeordnet ist, in derselben Weise, wie ein Vektor einen be- 
stimmten Richtungssinn hat. Eine solche Größe, die man Bivektor nennt, 
ließe sich in bezug auf ein rechtwinkliges Achsensystem in z. B. an- 
geben durch die Verhältnisse Ä^, Ä^, A^ seiner drei Projektionen auf 
die drei Koordinatenebenen zu drei in diesen Ebenen gewählten Flächen- 
einheiten Ej, E2, E3: 

(23) A - ^lEi + ^,E, -f- ^E. . 




Flg. S. Biyektor, Einheitsrektoren 
und EinheitsbiTektoren. 
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Wählen wir für diese Einheiten die durch e, und e,, e, und e^ bzw. e^ 
und 63 bestimmten Quadrate, und nehmen wir einen beliebigen Vektor 

b = 6iei + &,e,+ 6,63, 
so stellt 

den Inhalt des durch den Vektor b und den 
Bivektor A bestimmten Parallelepipeds dar. 
Dieser Inhalt ist aber bei allen s peziellen 
affinen Trapgformajiionen . das sind die, bei 
denen A » 1 ist, invariant. Beschränken wir 
die Betrachtung also nur auf diese Ti*ansfor- 
mationen, so transformieren sich die Bestim- 
mungszahlen A^, A^, A^ eines Biyektors kontragredient zu denen eines 
Vektors 61, b^, 63, und kogredient zu (d.h. in derselben Weise wie) 

1. Jl _L ***" 

6/ 6,' 6,' 

Unter den yerschiedenen möglichen affinen Transformationen sind 
die orthogo nalen, das sind diejenigen, die, auf ein rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem mit gleichlangen Einheiten bezogen, eine Drehung (even- 
tuell mit Spiegelung) darstellen, dadurch ausgezeichnet, daß sie zu sich 
selbst kontragredient sind. Aus: 

ö^s' — «81 % + «J« ^ + «38 <h 

folgt also für eine o rthogonale Transformation ; 

^1 "=■ "11 ^1 + «21 ^' + «81 ^z 
a^ — «12 «1' + «22 ^2' + «82 ^z 
«8 =" «18 ^1' + «28 0^2' + «88 <h'' 

Beide Tabellen lassen sich zu einer einzigen zusammenziehen: 



(24b) 



(24) 



«1 a, a, 

II n D 

a/ — Ojn Oj, «18 

^2' "=■ ^ *^22 «28 
1^3'= «81 «82 «88 



Betrachten wir die orthogonalen Bestimmungszahlen eines Vektors und 
eines Bivektors nicht wie vorher bei den Transformationen der speziellen 
affinen Gruppe, sondern nur bei ihrer Untergruppe, der Gruppe der 
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Drehungen — das sind orthogonale Transformationen mit A^l, also ohne 
Spiegelung — so transformieren sie sich in derselben Weise^ da der Unter- 
schied zwischen Eogredienz und Kontragredienz hier verschwindet. 

Die Betrachtung läßt sich leicht auf mehrere Dimensionen aus- 
dehnen. Nennen wir die durch einen Punkt in einem n dimensionalen 
Baume gehenden gerichteten Strecken Monovektoren oder kurz Vektoren, 
die mit Drehsinn ausgestatteten Ebenenteile Bivektoren, usw., so trans- 
formieren sich oflfenbar die "~ ^ "* ^ — i^i- . Bestimmungszahlen 

X • • • p 

eines p Vektors kontragredient zu denen eines (n — p) Vektors bei 
speziellen affinen Transformationen, und kogredient sowohl als kontra- 
gredient bei speziellen orthogonalen Transformationen. 

Sind zwei Vektoren a und b gegeben, so ist ein Satz Bestimmungs- 
zahlen des durch a und b bestimmten als Bivektor aufgefaßten Parallelo- 
gramms fQr jedes Bezugssystem gegeben durch: 

Ci '^ a^b^ — a^b^ cycL 

Diese Zahlen sind also Funktionen d^r Bestimmungszahlen zweier Vek- 
toren, die die Eigentümlichkeit besitzen, daß sie bei Änderung des 
Achsensystems in andere übergehen, die sich ebenso wie die Bestimmungs- 
zahlen eines Vektors als Funktionen nur der erstvorhandenen Werte 
und der Parameter des neuen Achsensystems angeben lassen. Beliebige 
Funktionen der Bestimmungszahlen von Vektoren haben diese Eigen- 
schaft nicht. Wählt man z. 6.: 

c — a^b^ + Ojftg + a^b^ 
oder 

wo a und b Vektoren sind und C ein Bivektor, so werden sich diese Zahlen 
bei beliebiger Änderung des Bezugssystems ja auch in ganz bestimmter 
Weise transformieren zu: 

c' « Ol' 6/ + ^2 W + ^3 Wf 
bzw. 

g/ « a^' Cg' — Og' (9/ cyd., 

es ist aber nicht möglich c' bzw. ^' als Funktionen nur von c bzw. ^ und von 
den neun Parametern a anzugeben, denn es bleiben in dem Ausdruck immer 
noch Bestimmungszahlen a, b und C enthalten. Betrachtet man aber nur 
Drehungen des Bezugssystems, so .transformieren sich a^, a^, a^ zu sich 
selbst kontragredient und zu C^, (7,, C^ kogredient, es ist also c eine In- 
variante, und li, g,, I3 transformieren sich wie die Bestimmungszahlen 
eines Vektors. 
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Diejenigen Sätze von Zahlen, wo die erwähnte Möglichkeit wohl vor- 
handen ist, zeichnen sich also den anderen gegenüber besonders aus. Sie 
sind zwar Funktionen von Bestimmungszahlen von Vektoren, transfor- 
mieren sich aber bei bestimmten Änderungen des Bezugssystems, wie 
man sagt, in sich selbst, und wir können sie mit F. Klein ^) als Bestim- 
mungszahlen selbständiger geometrischer Größen auffassen. Eine geome- 
trische Grröße ist also der Inbegriff einer beliebigen aber bestimmten Anzahl 
von Zahlen, deren jede Funktion der Bestimmungszahlen mehrerer Vek- 
toren ist, die sich aber bei gewissen Änderungen des Bezugssystems in 
sich transformieren. Ob uns nun ein Satz Bestimmungszahlen als geo- 
metrische Größe erseheint oder nicht, liegt nur daran, welche Transforma- 
tionen des Bezugssystems wir zulassen. Lassen wir z. B. nur Drehungen 
zu, so bestimmt das Tripel £,, g^? I3 ^ine Größe §, diese Größe hält aber 
den speziellen affinen Transformationen nicht Stand, man kann sagen, daß 
sie durch letztere zerstört wird. 

An die Eleinsche Definition der geometrischen Größe schließt sich 
unmittelbar sein Elassifizierungsprinzip. E^ein nennt zwei Größen dann 
und nur dann gleichartig, w enn sich ihre Bestimmungszahlen in derselben 
Weise transformieren. Kun ist man bei der Anwendung der Kleinschen 
Prinzipien, wie Klein selbst auch bemerkt*), noch frei in der Wahl der 
Gruppen von Transformationen, die der Betrachtung zugrunde gelegt wer- 
den. Klein selbst wählte sowohl für die Definition als zur Klassifizierung 
der Größen die sogenannte Hauptgruppe, das ist diejenige Gruppe, die 
sich zusammensetzt aus den Drehungen um den Anfangspunkt, den Par- 
allelverschiebungen und den Ähnlichkeitstransformationen. Da wir uns 
hier nur mit den geometrischen Größen in einem Punkt befassen, können 
wir zunächst die Parallelverschiebungen fortlassen. Ferner wollen wir 
die Ähnlichkeitstransformationen, die ja nur Änderung des Maßstabes 
bedeuten, nur verwenden zur Bestimmung der Stufe einer Größe, und zu- 
nächst von Inversionen absehen. Der Definition von geometrischen Größen 
sei hier also nur die Gruppe der Drehungen zugrunde gelegt: 

Regel I: Unter einer crAATnft|;p' 8chen Gröj e verstehen wir für den 
Zweck dieser Untersuchung den Inbegriff einer bestimmten Anzahl 
Funktionen von orthogonalen Bestimmungszahlen von Vektoren, die 
sich bei Drehungen des Bezugssystems in sich transformieren. Wird 
eine solche Größe durch spezielle affine Transformationen nicht zer- 
stört, so heißt sie A usdehnuuf^g ff ] ^- im anderen Falle "^jitf W'^'^'l^" 



1) 02. 2, 06. 2, S. 420 and 447, 09. 18, S. 60. 

2) 02. 2, 06. 2, S. 448. 
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Indem hier eine wenig umfassende Gruppe gewählt ist, erhalten wir 
eine möglichst große Anzahl verschiedener geometrischer Größen. Zur 
Klassifizierung verwenden wir dann zunächst für die grobe Unterschei- 
dung ebenfalls die Gruppe der Drehungen: 

Regel II: Eine geometrische Größe ist von der p^^ Ordnung, 
wenn ihre o orthogonalen Bestimmungszahlen so gewählt 

werden können^ daß sie sich transformieren wie die o j)-fak- 

torigen Produkte der orthogonalen Bestimmungszahlen eines Vektors: 

ö/> ««^ «j*», a^^'^a^, usw., 

und wenn sie überdies keine Größe niederer Ordnung enthält. Eine 
geometrische Größe enthält eine andere niederer Ordnung, wenn sich 
lineare Funktionen ihrer orthogonalen Bestimmungszahlen angeben 
lassen, die von null verschieden und Bestimmungszahlen einer Größe 
niederer Ordnung sind.') 

Zu den Größen erster Ordnung gehören Vektoren, Bivektoren, sowie 
Größen wie § (S. 24). Größen, die durch eine einzige Bestimmungszahl 
gegeben sind, die bei Drehungen invariant ist, werden Skalare genannt. 
Da die Bestimmungszahl sich transformiert wie a^^ » o,^ =» o^^, sind sie 
als Größen nuUter Ordnung zu betrachten. 

Zur feineren Unterscheidung verwenden wir die umfassendere Gruppe 
der speziellen affinen Transformationen und setzen fest: 

Regel lU: Zwei Größen, die bei den Transformationen der spe- 
ziellen affinen Gruppe nicht zerstört werden, sind gleicher Art, wenn 
ihre Bestimmungszahlen sich bei denselben kogredient zueinander 
transformieren. 

Dabei ist eines zu bemerken. Ist z. B. ein Bivektor A gegeben durch 
die Zahlen Äj^, Ä^, Ä^y die sich kontragredient zu den Bestimmungs- 



1) W. Voigt, der ebenfalls Größen nach dem Verhalten ihrer Bestimmungszahlen 
eingeteilt hat, nennt alle Größen p^' Ordnung, deren Bestimmungszahlen sich 
in der angegebenen Weise transformieren, auch wenn sie noch Größen niMerer 
Ordnung enthalten und wir sie also zusammengesetzte Größen nennen würden (00. 2, 
Ol. 1). Unsere Definition weicht also wesentlich von der Voigtschen ab. Es wird 
sich zeigen, daß es zur Ableitung von Zahlensystemen für die geometrischen Größen 
höherer Ordnung durchaus notwendig ist, die verschiedenen Ordnungen (in unserem 
Sinne) rein voneinander zu trennen. 
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zahlen b^^, b^, b^ eines Vektors transformieren, so konnte man denselben 

Bivektor auch eindeutig geben durch die Zahlen -r-, -r, -7-, die sich 

kogredient zu \, b^ und b^ transformieren. Der Unterschied zwischen 
Vektor und Bivektor würde da schwinden. Wir beseitigen diese Schwie- 
rigkeit, indem wir von vornherein unter Bestimmungszahlen nur solche 
Zahlen verstehen, die additiv sind in bezug auf die Multiplikation mit 
einer Zahl, d. h. also z. B. mit 2 multipliziert werden, wenn die geome- 
trische Größe selbst mit 2 multipliziert wird. Da alle geometrischen 
Größen, die hier betrachtet werden sollen, durch Produktbildung aus 
Vektoren und durch Ä.ddition solcher Produkte entstehen, kann über die 
Frage, was es heißt, eine geometrische Größe mit 2 zu multiplizieren, , 
kein Zweifel bestehen. 

Die feinere Unterscheidung derjenigen Größen, die speziellen affinen 
Transformationen nicht standhalten , geschieht durch den mit Hilfe der 
Ähnlichkeitstransformationen entwickelten Begriff der Stufe. Wird der all- 
gemeine Längenmaßstab um einen Faktor X verändert, so ändern sich die 

Bestimmungszahlen eines Vektors im Verhältnis -r die eines Bivektors 
oder einer Größe wie c (S. 23) im Verhältnis p, und die einer Größe 
wie § im Verhältnis ^- Wir setzen fest: 

^ Rege UV: EinjGröße ist von erster, zweiter oder dritter (nullter) 

Stufe, wenn sich bei Änderung des allgemeinen Längenmaßstabes um 
einen Faktor X ihre Bestimmungszahlen um einen Faktor X'^°^^^ bzw. 
A-«°'od» bzw. A-»»^« ändern. 

Den Begriff der Stufe verwenden wir jetzt folgendermaßen: 

Regel V: Zwei Größen, die bei den Transformationen der spe- 
ziellen affinen Gruppe zerstört werden, sind gleicher Art, wenn sie 
von gleicher Ordnung und gleicher Stufe sind. 

Die Gleichartigkeit geometrischer Größen ist damit festgelegt. Trans- 
formieren sich die Bestimmnngszahlen einer Größe bei speziellen affinen 
Transformationen wie die eines Vektors, so weiß man, daß die Größe 
jedenfalls ein Vektor ist. Hat die Größe noch dazu dieselbe Richtung 
wie im gegebener Vektor, d. h. sind ihre Bestimmungszahlen der des 
Vektors proportional, so unterscheidet sie sich von dem Vektor nur um 
einen Zahlenfaktor. Diese Begriffe lassen sich auf beliebige andere Größen 
übertragen, wobei es sich empfiehlt, das Wort Richtung durch Orientierung 
zu ersetzen: 
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Regel VI: Geometrische Größen gleicher Orientierung, das sind 
geometrische Größen gleicher Orientierungsweise, deren Bestimmimgs- 
zahlen einander proportional sind, unterscheiden sich nur durch einen 
Zahlenfaktor. 

Sind die Bestim'mungszahlen zweier Größen einander proportional, 
so lange nur Drehungen des Bezugssystems in Frage kommen, so nennen 
wir sie von gleicher rotationaler Orientierung. 

Ableitung des ZaJüensystems der geometrisohen OröBen 
bis zur ersten Ordnung in einem Punkt in drei Dimensionen. 

Wir werden jetzt die Kleinschen Prinzipien unter Zugrundelegung der an- 
gegebenen Transformationsgruppen zur Bildung des Zahlensystems der 
geometrischen Größen in einem Punkt in drei Dimensionen yerwenden, 
und zwar zunächst für Größen bis zur ersten Ordnung. 

Es seien drei Einheitsvektoren 0^,62, 63 eines rechtwinkligen Rechts- 
systems gegeben. Die geometrische Bedeutung der Multiplikation dieser 
Vektoren mit Zahlen und die der Addition werde als bekannt voraus- 
gesetzt. Es sei jetzt eine Multiplikation — | vorhanden, von der weiter 
1^ nichts bekannt ist, als das^ sie eben eine Multiplikation ist, d. h. dem 
distributiven Gesetz folgt. Dbls Zeichen — | wollen wir vorläufig, wo Ver- 
wechslung ausgeschlossen ist, unterdrücken. Das Produkt in — | zweier 
Vektoren setzt sich dann jedenfalls aus den neun Größen 

©1 ©i ©1 Ol ©1 ©g 



©S ©1 ©2 ©2 ©2 ' 

zusammen: 

!^ » ab -» a^b^ ©1©! + a^bj ©i©, + a^b^ ©^©3 -f- 
+ Ojfti ©,©, + a^b^ ©2©2 + «263 ©2©8 + 
+ aj&i ©3©i + ajft, ©3©2 + ajftj ©^©j. 

Zerlegen wir dieses Produkt in folgender Weise: 

(a) $" - (a,&,-a,6,) ?i^tZL^«« + cycl., 
(26) 

Ib) O""- aA e,ei + (a,&, + a,J,) ?iV±e>^ ^ ^^^i ^ 

80 transformieren sich die Bestimmungszahlen von ^": 

(ajftj — Ojftj); cycl. 
bei Drehungen des Bezugssystems wie die eines Vektors, und die von ^ 



//// 
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wie die Quadrate und doppelten Produkte derselben. Der Teil ^" ist also 
eine Größe erster Ordnung, und zwar, da sich seine Bestimmungszahlen 
bei speziellen affinen Transformationen wie die eines Bivektors transfor- 
mieren, ein Bivektor. Als Einbeitsbivektoren können wir die drei in (26) 
auftretenden Größen annehmen und für diese Einheiten die Zeichen E^, 
cycL, einführen: 

(27) El ^ ^ih^-^^ . 

Da nun 

sich bei Drehungen des Koordinatensystems nicht ändert, enthält die 
Größe O"" öüieii Teü 

(28) a>' - K&i + «2&2 + (hh) '^'^+%''+'^'' , 

dessen einzige Bestimmungszahl bei Drehungen invariant bleibt und der 
demnach eine Größe nullter Ordnung und zwar zweiter Stufe ist. Bei 
speziellen affinen Transformationen wird diese Größe zerstört. Als Ein- 
heit derselben führen wir mit dem Zeichen m^'^ ein: 

(29) m(*) « — ^i<»i + ^i^i + es<>i . 
Der übrigbleibende Teil von ^"": 

(30) $"'-0, i,^*«-?' -^*«--V. + cycl. + (a,b,+ a,Ji) hh±hh +cycL, 

der keine Größen nullter oder erster Ordnung mehr enthält, 
und dessen Bestimmungszahlen sich ebenfalls transformieren wie 

V; V; V; ^^t^Zy ^<h<^iy ^^i^f 

ist eine reine Größe zweiter Ordnung. Wir haben also jetzt die Größe ^ zer- 
legt in drei Größen, nullter (28), bzw. erster (26 a) bzw. zweiter (30) Ordnung. 
Da sich nun aber die abzuleitende Analysis nur mit Größen bis zur 
ersten Ordnung befassen soll, kann man in den Gleichungen 

(^^) 2e e -e e -e e ^y^^' 

die Größen zweiter Ordnung in den zweiten Gliedern null setzen, und 
erhält so die Rechnungsregeln 

e^ej — Ej =- — e^Oi 

e^ei« — mW 



(32) 



cycl. 1) 



1) Die Antikommutativit&t der Multiplikation zweier unter sich senkrechter 
Vektoren, die bekanntlich fOr sämtliche Analysen der Größen erster Ordnung 
charakteristiBch ist, erweist sich hier als die unmittelbare Folge des Nullsetzens 
der Größen zweiter Ordnung. 
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Das Produkt zweier Bivektoren G und D stellt sich jedenfalls aus 
den neun Größen 

ET? "VT? 1? V 

ET? 1? V 1? 1? 

ET? 1? 1? X^ X* 



zusammen: 



^ 



(33) 



(34) 



. CD = (7, Dl El El + CiD^EiE, + CiDjEiE, 

+ CgDiEjEiH- GjD2EjE2+ CjDjEjEj. 
Die Größe ^ läßt sich in derselben Weise zerlegen: 



Der erste Teil ist nuUter Ordnung erster Stufe und wird bei spe- 
ziellen affinen Transformationen zerstört. Als Einheit dieser Art Größen 
mit dem Zeichen m^^^ wählen wir 



(35) 



H|(i) = — ^1 ^1 + Eg Eg + E g E, 

3 



Der zweite Teil ist erster Ordnung, und da seine Bestimmungszahlen sich 
bei speziellen affinen Transformationen transformieren wie die eines Vek- 
tors , ist er ein Vektor. Legt man die eine Achse des Bezugssystems 
in die Schnittlinie der Bivektoren C und D, so werden die zwei letzten 
Bestimmungszahlen von 7^" Null. Es ist also 

E, E, — Ej E, 



(36) 



— 061, cycL, 



wo a eine noch näher zu bestimmende Konstante ist. Der dritte Teil ist 
eine Größe zweiter Ordnung, die null zu setzen ist: 

I 2E,E,-E.E.-E,E. _ ^ 



(37) 



(38) 



E,E, -j - EgE, ^ Q 
2 



Es resultieren also die Rechnungsregeln: 

El El m(i) 

EjEj — a©j — — E3E2 



cycl. 



cycl. 



.4 



\ 



t 
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Das Produkt Q^ eines Vektors a mit einem Bivektor B oder das 
Produkt ^ eines Bivektors G mit einem Vektor d setzt sich jedenfalls 
aus den neun Ghrößen 

e^Ei e^E, CiE,, EjCi E^Cj E^es, 

OjE^ OjEj ^sE}, bzw. ^i^i E262 E^Oj^ 
e,Ei ejE, ejE., Eje^ Eje, E^e, 

zusammen. Ein solches Produkt läßt sich wieder in drei Teile zerlegen: 



(39) 



ß'" 



ai J5i -^^ ^ ^—^ + cycl. 



2 



bzw.: 



(40) 



+ (o, 5, + o, 5,) ''^'+^''' + cycl. 

A" - {C,d, - C,rf,) li?i^^^ + cycl, 
+ (C,d, + C,d,) 1«A±Ä^ + cycl. 



Die ersten Teile Q^ und ^' haben eine einzige Bestimmungszahl^ 
die nicht nur bei Drehungen sondern auch bei speziellen affinen Trans- 
formationen invariant ist. Beide sind also Ghrößen erster Ordnung der- 
selben Art. Die zweiten Teile ü" und ^" transformieren sich bei 
Drehungen zueinander kogredient und werden durch spezielle affine 
Transformationen zerstört. Da sie überdies beide dritter Stufe sind, sind 
sie gleichartig. Die dritten Teile Q^" und 7^'" sind zweiter Ordnung und 
können null gesetzt werdeo. Wir erhalten also die Rechnungsregeln: 

e^Ei «iEiOi = — m, 

OjE, «• — CjEi « cE^e, — — cEjOi « f, 

wo m und 6 neueingeführte Bezeichnungen für die als Einheiten ge- 
wählten Größen dritter Stufe sind und c eine noch näher zu bestimmende 
Konstante. 

Multiplikation einer Größe mit vaS^^ bzw. m^') bzw. m erhöht offenbar 
nur die Stufe der betreffenden Größe um 1 bzw. 2 bzw. 0, kann aber nichts 
an der rationalen Orientierung ändern. Aus dieser Bemerkung und den 



(41) 



eycL, 
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gefondenen Regeln (32), (38) und (41) folgt^ daß die Änderung der Asso- 
ziation bei einem Produkt dreier Einheiten^ also auch bei einem Produkt 
dreier beliebiger Zahlen ^, 7^, Q^, dieses Produkt nur um einen Zahlen- 
faktor ändert: 

(42) (0^)ü = di^imo.), 

wo d eine von den multiplizierten Größen abhängige Zahl. Die Multi- 
plikation ist also^ wie auch das System gewählt werden mag, jedenfalls 
assoziativ ; insofern als nur die Orientierung der Großen und noch nicht 
ihr Absolutwert in Betracht kommt. 

Führen wir jetzt das assoziative Gesetz in seiner vollen Bedeutung ein, 
so geht aus (42) hervor, daß sich dadurch jedenfalls keine Identifizierungen 
von Größen einschleichen, die sich mit dem Klassifizierungsprinzip nicht 
vertragen, was ja in der Tat der Fall wäre, wenn (42) nicht gelten würde. 
Es folgt dann unmittelbar, daß in (41): 

6 = (j=l. 

"Wählen wir dazu die Einheiten e so, daß auch in (38) a = 1 wird, was 
offenbar stets ohne Änderung des Systems möglich ist, so wird m der 
Modulus, und sämtliche Rechnungsregeln können dann durch einfaches 
Ausmultiplizieren erhalten werden. Wir wären allerdings schneller zu 
demselben Resultat gelangt, wenn wir gleich nach (38) das assoziative 
Gesetz eingeführt hätten, es wäre aber dann doch noch nötig gewesen zu 
untersuchen, ob letzteres sich mit dem Klassifizierungsprinzip verträgt. 
Wo wir jetzt durch (42) die Überzeugung gewonnen haben, daß die Be- 
dingung der Assoziativität keinerlei Beschränkung in geometrischer Hin- 
sicht mit sich bringt, die assoziative Analysis also im Stande ist, 
sämtliche distributive Verknüpfungen der Größen erster Ordnung voll- 
ständig zur Darstellung zu bringen^), sind wir nicht nur berechtigt, son- 
dern sogar verpflichtet, diese Bedingung einzuführen, da ihre Nichtein- 
führung nur eine unnötige Komplikation der Rechnung herbeiführen 
würde. 

Wir sind also zu dem Resultat gelangt, daß die möglichen Analysen 
geometrischer Größen bis zur ersten Ordnung sich alle nur um Zahlen- 
faktoren voneinander unterscheiden, und daß unter ihnen eine einzige 
assoziative ist, die, da sie das ganze Gebiet beherrscht, ihrer Einfachheit 
wegen vorzuziehen ist. Ihre Rechnungsregeln lauten tabellarisch: 



1) Vgl. die Bemerkang über die Darstellung aller rationalen ganzen Fonk- 
tionen von Vektoren anf S. 9. 
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(43a) 



>» 


, Ci e, Cj m(») 


E, E, E, iii(») 


«1 c, 6j m 


ei 


-m(«) E, -E, El 


-m «, -«, c, 


-mW ©, -e, ©i 


e, 


-E,-m(« E, E, 


— 6j — m Cj «1 


-e, -mW Cj ©, 


«8 


E, -Ei-mWEj 


e, -e, -m «, 


©, -©1 -mW Cj 


mW 


E, E, E, m(») 


«1 e, «j m 


e, e, e, m'^> 


Ex 


-m fj -«2 «1 


-m'^) Oj -e, e^ 


-m(») E, -E, El 


E. 


-«j -m «1 e, 


-e, -m<*) e, e. 


-E,-mW El E, 


E, 


e, -c, -m 6, 


e, -e, -m(») e. 


E, -Ei-mWE, 


mW 


«1 6} c, m 


e, e, e, mW 


El E, E, m(») 


«1 


-m") e, -e, ei 


-mW E,. -E, E, 


-m «, -6, «1 


«» 


-e, -in<*) e^ e, 


-E,-mW El Ej 


-c, -m e, e, 


«8 


e, -e^ -ni<» e, 


E, -E, -mWE, 


e, -«1 -m 6, 


III 


Ci e, Cj m'*' 


El E, E, mW 


«1 h «8 ™ 



oder in Formeln: 



Um- 
gekehrt: 

-E. 



©1 He,- E, 

e, H ©1 --mW —mW 

ei HE,— e, -c. 



©1 H El = 


— m 


— m 


mP) H e, = El ^ 


«X H «« - 


«8 


-®8 


m<»' H El - «1 


©1 H «1 = • 


-mW 


— m(y 


iii(^) H «X ~ *i 


El H e, - 


«8 


«8 


in(*' H «1 — «i 


(43b) El H E, = 


«8 


-«8 


mW -1 El - ©1 


El H El - • 


-mW 


-mW 


mW H 8x - El 


El H e, - 


E, 


-E, 


mW -1 m<") - m 


ExH^x-- 


-mW 


-mW 


m(i) H m(») - mW 


f 1 H ©t - 


e. 


«8 


mW _| m(«) - mW 


fx HE,- 


E, 


-E. 




«1 H «1 - 


«f 


-«8 


m — Modulus. 



> Kommut. 



Cycl. 



Von den Größen e, E, 6, m^^\ mW und m sind e, E und m Ausdehnungs- 
großen bzw. erster, zweiter und dritter Stufe, eine Größe in e ist also 
ein Vektor, eine Größe in E ein Biyektor und eine Größe in m ein Tri- 
vektor oder gewöhnlicher Skalar. Die Größen m^^\ m^'^ und e sind geo- 
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metrische Größen bzw. erster, zweiter und dritter Stufe, aber keine Aus* 
debnungsgroßen, da sie speziellen affinen Transformationen nicht stand* 
halten. 

Wie aus der Tabelle (43 a) hervorgeht, enthält das System zwei be- 
sonders wichtige Unters jsteme, das System in b und m: 



(44) 





«1 


e» 


«» 


m 


«1 


— m 


«» 


-Ci 


«1 


«J 


-e» 


— m 


«1 


«I 


«» 


«8 


-«1 


— m 


e« 


m 


«1 


6| 


e» 


m 



ein ursprüngliches System zweiter Ordnung in geometrischer Form erster 
Ordnung U^^, und das System in m(^), m(') und m: 



(45) 



in(i) 


mW 


m m^ 


mW 


m 


m(>> m(«) 


m 


iii(» 


m^ III 



eine Hauptreihe dritter Ordnung in geometrischer Form erster Ord- 
nung H^^, Da jede Einheit des Systems als kommutatives Produkt der 
korrespondierenden Einheit des Untersystems in € und m, und einer der 
drei Zahlen m^^^, m(^) oder m geschrieben werden kann, so ist das Gesamt- 
system aufzufassen als das Produkt: 

Da jede Einheit des Systems in dem Untersystem (44) ihre korrespon- 
dierende hat, ist dieses Untersystem ein getreues Abbild des ganzen 
Systems. (44) sei darum das Eernsystem genannt, (45) heiße das 
Potenzensystem. 

Die Gleichungen (43) gelten nicht nur für das System mit den Ein- 
heiten e, E und c, sondern auch für jedes beliebige andere System, das 
durch Drehung mit dem ersten zur Deckung gebracht werden kann. Um- 
gekehrt ist also das Produkt in — ] zweier Größen unabhängig davon, 
welches System von Einheiten man gewählt hat. Wir sagen daher, die 
Multiplikation H ist invariant bei allen Drehungen des Koordinaten- 
systems. Dies ist der geometrische Ausdruck fBr den Satz der durch- 
gehenden Selbstisomorphie eines Zahlensystems bei verschiedenen Haupt- 
reihen (vgl. S. 17). 

Als einfiEiche Größen seien in Anlehnung an Graßmann diejenigen 
bezeichnet, die durch fortgesetzte Multiplikation von Vektoren entstehen 
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können.^) Die Summe zweier Größen yerschiedener Stafen ist also z. B. 
nicht einfach und jede einfache Größe läßt sich entweder in e und m^^\ 
oder in £ und m^^ oder in b und m angeben. Das Produkt zweier ein- 
facher Größen ist offenbar wieder eine einfache Gbröße. Nur die einfachen 
Größen lassen^ wie wir sehen werden, eine einfache geometrische Deutung 
zu. Da das ursprüngliche System zweiter Ordnung, in geometrischer 
Form erster Ordnung (5), bekanntlich keine reellen Teiler der NuU 
enthalt^), so besitzt das System Ug^Hg^ ebenfalls keine reellen 
Teiler der Null, solange wir uns beschränken auf die Be* 
trachtung einfacher Größen. Unter dieser Bedingung ist die Division 
also eine eindeutige Operation. (Vgl S. 58.) 

Die allgemeine einfache Größe besteht aus zwei Teilen, einer Größe 
nullter Ordnung in m^^^, m^^ oder m und einer erster Ordnung in e, E 
oder €. Diese Teile wollen wir den Skalar bzw. Yektorteil') der Gbröße 
nennen und durch die Funktionszeichen 8 bzw. V aus der voUständigen 
einfachen Größe ableiten. Es ist also z. B.: 

^{x^e^+x^e^ + x^^ + x^mS^^) = x^e^ + rr^e, + x^%. 

Die algebraische Zerlegimg der totalen Multiplikation. So 

wie das System jetzt vorliegt, ist das Produkt zweier Vektoren gleich der 
Summe eines Bivektors und eines Vielfachen von m^^, ebenso das Produkt 
zweier Birektoren gleich der Summe eines Vektors und eines Vielfachen 
von m^^^ usw. Diese Bestandteile lassen sich trennen, indem wir die 
Multiplikation H zerlegen, was auf yerschiedene Weisen geschehen kann. 
Eine jede invariante nicht kommutative Multiplikation — | läßt sich 
sofort in zwei ebenfalls unter denselben Bedingungen invariante Multi- 
plikationen • und X zerlegen, indem man setzt: 

^ . ^ = Od^+^d^ oder: . = =i±t 

Die Umkehrung von x mag durch i angegeben werden (vgl. S. 165). 
Wir nennen x die vektorische, • die skalare Multiplikation, und beide 



1) Graßmftnn 62. 1, 8. 66. 

2) Bewiesen von F. G. Frobeniua 78. 2, und von C. S. Peirce 81. 8, vgl. auch 
F. X. Grissemann 00. 4. 

8) Das Wort Vektor wird hier in einer erweiterten Bedeutang verwendet 
(vgl. S. 40). 
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im G^^ensatz zur Haaptmnltiplikation — | " die y Qrandmaltipli- 
kationen. Die Multiplikationsr^eln erscheinen bei AnsfOhrong dieser 
Zerlegong in der Form: 

Umgekehrt: 

r e, X e, — E, — E, 



(47) 
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o 



m -i Modulns für • . 






Multiplikative Yerknüpfangen^ die nicht angegeben sind^ ergeben nulL 
Wie man sieht, verhalten sich die Multiplikationen der Größen auf aUen 
Stufen ganz gleich, was die rotationale Orientierung und den Absolut- 
wert der Faktoren und des Produktes betrifft. Denn in zwei Produkten 
wie z. B. Oj X £, » £, und £ x s, — Eg sind sowohl die Faktoren wie 
das Produkt von gleicher rotationaler Orientierung und gleichem Absolut- 
wert. 

Die algebraische Zerlegung von H "v^® &^o &^<^h als eine Zerlegung 
nach der rotationalen Orientierung zu bezeichnen. 

Die abgeleiteten MnltipUkatioiieii. Wir haben bisher eine 
Hauptmultiplikation H "*" ^ y z^^i Ghrundmultiplikationen •, x, und zwei 
Funktionszeichen S, V, kennen gelernt. Durch Kombination der Haupt- 
multiplikationen mit den Funktionszeichen erhalten wir nun weiter noch 
abgeleitete Multiplikationen. Nehmen wir nämlich von einem Produkt in 
» den Skalar bzw. Vektorteil, z. B.: 

wo und ^ einfache GfrSßen sind, so ist die entstandene Funktion von ^ 

3* 



(49) 
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und 7p offenbar eindeutig und distributiv in bezug auf die Addition. Wir 
sind demnach berechtigt sie als selbständiges Produkt aufisufassen und 
ihr ein eigenes Multiplikationszeichen zuzuordnen. Dazu seien folgende 
Bezeichnungen gewählt: 

Für die Multiplikation geometrischer Großen erster Ordnung, also Großen 
in e, £ oder e gilt offenbar: 

o ^ ^ - o • ^ 

O tH ^ - O X ^, 

so daß hier die abgeleiteten Multiplikationen -rl und -jH nicht nötig sind, 
und durch • bzw. x ersetzt werden können. Für die Multiplikation be- 
liebiger ein&cher Größen sind sie aber nicht zu ersetzen, und auch nicht 
wie z. B. die Hauptmultiplikationen als Yielfachsumme von • und x an- 
zugeben. Grundmultiplikationen, Hauptmultiplikation und abgeleitete 
Multiplikationen beherrschen zusammen das ganze Gebiet des in • und x 
zerlegten Systems in e, E, c, m(^>, m^*) und m (vgl S. 80).*) 

Die Dentimg der Zahlen als geometrlsohe OröBen, nnd 
der Kombinationen einer Zahl mit einer Mnltiplikation als Ope- 
ratoren. Das System laßt sich in dieser Form folgendermaßen deuten. 
Ist ein a Vektor: 

so ist: 

wo: 

-ij == a^ , cycL, 

ist, der auf a senkrechte Bivektor mit demselben absoluten Wert oder Betrag: 

Ma « a^ - VoT+Äs* +^3^ • 

1) Beim praktischen Gebrauch des Systems kann man, da SkalarQ. und 
Vektoren durch die Schriftart hinreichend unterschieden sind, drei genau ange- 
gebene Multiplikationszeichen unterdrücken, z. B. • zwischen Skalaren und Ska- 
laren, • zwischen Skalaien und anderen Größen, und x zwischen Vektoren und 
Vektoren. Von selbst verschwindet dann auch -^-l zwischen Vektoren und anderen 
Größen. Eine solche Abkürzung ist sehr zu empfehlen, Hauptsache dabei ist, daß 
die Zeichen stets vorhanden bleiben und jederzeit wieder eingesetzt werden 
können, insbesondere zur Unterscheidung von Größen und Operatoren. Da aber 
Hauptaufgabe dieses Buches ist, das System zweiter Ordnung zu entwickeln und 
darzustellen, mag für das System erster Ordnung diese Andeutung genügen. (Vgl. 
S. 96 und 116.) 
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a ist nach Graßmann die Ergänzung Ton A und umgekehrt. Das rekto* 
rische Produkt zweier Vektoren ist dem Bivektor gleich, der durch das 
durch sie bestimmte Parallelogramm gegeben wird. Das rektorische Produkt 
zweier Bivektoren ist ein Vektor in der Schnittgeraden ihrer Ebenen. Die 
rechte Winkelgröße: 

wo: 

«1 «=» 04 , cyd., 

ist, ist ein rechter Versor (vgl. S. 146), verbimden mit einem Zahlenfaktor 
a^. Dieser rechte Versor hat a als Drehungsachse (oder Index) und A 
als Drehungsebene. Multipliziert mit einem Vektor in A oder einem 
Bivektor durch a, dreht derselbe diese Größen um 90^ Umgekehrt ist er 
der eindeutige Quotient zweier Vektoren in A oder zweier Bivektoren 
durch a, die einen geraden Winkel einschließen und dieselbe absolute 
Größe haben. Die Größe: 

a . 

— sm 9 + m cos 9 

ist ein schiefer Versor mit derselben Achse und Ebene als a. Sie dreht 
durch y verknüpft mit Vektoren in A oder Bivektoren durch a diese um 
einen Winkel 9, und ist der eindeutige Quotient zweier Vektoren in A 
oder Bivektoren durch a, die einen Winkel q> einschließen und denselben 
absoluten Wert, haben. Da die Versoren mit Zahlenfaktoren vier Bestim- 
mungsstücke erfordern hat Hamilton sie Quatemionen genannt. Ein Quater- 
nion ist die Summe einer Größe in b (eines rechten Quatemions), imd 
eines Vielfachen von m. Die Versoren sind auch darzustellen als Teile 
größter Kreise auf einer Kugel (Fig. 3). ^ ^ ^ 

Das assoziative Gesetz besagt dann, daß, 
wenn a und ß schiefe Versoren sind, und c 
ein Vektor oder Bivektor, 

a ¥ (j9 ¥ C) «* (ce y j?) y C Fig. S. Geometrlsohe DarsteUanff 

des Prodaktea vweier Versoren. 

ist, daß demnach die Multiplikation von 

Versoren der nicht kommutativen aber wohl assoziativen geometrischen 

Zusammenstellung von Strecken auf der Kugelfläche entspricht.^) 

Die Größen in e, £, € und m haben hierdurch ihre Deutung er- 
halten. Zunächst entsprechen den Größen in e bzw. £ hinsichtlich Betrag 
und Richtung bzw. Drehrichtung ganz bestimmte Strecken bzw. Ebenen, 
den Größen in b und m hinsichtlich Achse, Betrag, Drehrichtung und 




l) Vgl. z. B. fl. Hankel 67. 1 S. 157. 
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Zahlenfaktor ganz bestimmte Winkel im Räume ^)y den Größen in m 
dem Inhalt nach ganz bestimmte Teile des Raumes. In ähnlicher Weise 
entspricht einer Größe in m^^^ ein Zahlenfaktor mit einem übrigens 
beliebigen Einheitsvektor mit seiner Ergänzung, eine Art rilumlicher 
rechter Winkel, wobei man sich eine Richtung zu denken hat yon Vektor 
nach Bivektor, und einer Größe in m^'^ derselbe Winkel aber mit um- 
gekehrter Richtung, während zu Großen in e und m^^^ bzw. E und m^'^ 
in derselben Weise schiefe räumliche Winkel mit Zahlenfaktoren ge- 
hören.') Daneben lassen sich nun aber noch die Operatoren in e und m^^^ bzw 
£ und m^') bzw. b und m, jedesmal verbunden mjt der abgeleiteten Multipli- 
kation -jA, fQr sich deuten. Ein Operator in 6 imd m mit -^ transformiert 
aUe Vektoren, Bivektoren und rechte Versoren in Größen derselben Art. 
Er ist ein Drehoperator verbunden mit einem Zahlenfaktor für alle 
Vektoren, die senkrecht auf seiner Achse stehen, für aUe Bivektoren, die 
durch seine Achse gehen, und für alle rechte Winkelgrößen, deren Achsen 
senkrecht auf seiner Achse stehen. Der Operator m • kommt in seiner Wir- 
kung der Multiplikation mit der gewöhnlichen Zahl 1 gleich. Der Ope- 
rator m^^) • verwandelt alle Vektoren in ihre Erg^zungen, aUe Bivektoren 
in rechte Versoren mit zu ihnen senkrechter Achse, und alle rechte Ver- 
soren in Vektoren in der Richtung ihrer Achse, alles ohne Änderung des 
absoluten Wertes. Ein Operator in e x ist zu betrachten als die Kombi- 
nation des korrespondierenden Operators in c x und des Operators m^^^ • 
in beliebiger Reihenfolge, ein Operator in e und m mit ^ kommt dem- 
nach in seiner Wirkung dem Zusammenwirken eines Quatemions mit -^ 
mit m^^) < gleich. In derselben Weise erfolgt die Deutung des Operators 
m^^ • und der Operatoren in E und m^^ mit -j{ . Diese Operatoren, die 
die Ordnung einer Größe, auf die sie wirken, nicht verändern, also z. B. 
einen Vektor in einen Bivektor — beide gerichtete Größen erster Ordnung 
erster Stufe — überführen, und dabei einfache Größen als solche bestehen 
lassen, wollen wir einfiiche O peratnreyi nennen. Ein einfacher Operator 
besteht immer aus einer Zahl verbunden mit einer abgeleiteten Multipli- 
kation, z. B.: 

Da, wie aus (47) hervorgeht, eine Größe in e, £ oder s nur einen ein- 

1) Ein Winkel ftndert hier seinen Wert nicht, wenn seine bestimmenden 
Strecken beide nm den gleichen Winkel und in derselben Bichtong um eine 
Achse drehen, die senkrecht auf beiden Strecken steht. 

2) Ein xftnmlicher Winkel ändert hier seinen Wert nicht, wenn die bestim- 
mende Strecke nnd Ebene beide um den gleichen Winkel um eine Achse drehen, 
die in der Ebene liegt und senkrecht zur Strecke steht. 
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fachen Operator bilden kann mit x , und eine Größe in m^^\ m^'^ oder 
m nur mit «^ besteht ein einfacher Operator also stets aus den beiden 
Teilen einer einfachen Größe^ zu welchen sich Multiplikationen gesellen, 
in der Weise, daß die Große erster Ordnung nur die yektorische, die 
nullter Ordnung nur die skalare Multiplikation zuerteilt bekommt. Ope- 
ratoren, die in anderer Weise zusammengesetzt sind, z. B. aus einer Zahl 
in e, E oder 6 mit der Multiplikation •, ändern im Gegensatz zu den 
einfachen die Ordnung der Große auf die sie wirken. So führt ein Ope- 
rator in e • Vektoren in Skalare in m^^ über. Diese komplizierten Ope- 
ratoren gestatten keine einfache geometrische Deutung. 

Die Beiiehnngen des Systeme snr Qnatemionenfheorie. 

Das hier abgeleitete assoziative System unterscheidet sich von allen bis- 
lang bekannten namentlich dadurch, daß es gestattet, in einheitlicher 
Weise Vektoren, Birektoren und Quatemionen zu behandeln, nnd ihre 
Eigenschaften und gegenseitigen Beziehungen vollständig zum Ausdruck 
zu bringen. Kein einziges der bisherigen Systeme, die sich entweder nur 
mit Vektoren, oder nur mit Vektoren imd Quatemionen, oder nur mit 
Vektoren und Bivektoren befassen, ist imstande, gerade diese Beziehungen 
richtig darzustellen, und der heftige Streit, der jetzt seit mehr als zwanzig 
Jahren zwischen Quatemionisten, Monovektorianem und Bivektorianem 
geführt wird, ist wohl zum größten Teil darauf zurückzuführen, daß das 
Fehlen eines umfassenden Systems es für alle Parteien außerordentlich 
schwierig, wenn nicht unmöglich, gemacht hat, die Gedanken des Gegners 
richtig zu er&ssen, ein Umstand, der zu großen Mißverständnissen Anlaß 
geben mußte. 

So, wie das System jetzt vorliegt, erscheint es in mancher Hinsicht 
recht brauchbar. In seinen Formeln kommen ja, wie wir sahen, der 
Schnitt zweier Ebenen in einer Geraden, die Bestimmung einer Ebene durch 
zwei Geraden, die Bestimmung eines Winkels durch zwei Geraden oder 
zwei Ebenen usw. direkt zum Ausdruck. Wie man sieht, dankt es einen 
großen Teil seiner Einfachheit dem Umstände, daß seine Formeln auf allen 
Stufen dieselbe Form haben, und man so eigentlich immer mit dem- 
selben Kemsystem zu tun hat, das sich auf drei Stufen wiederholt. Für 
gewisse Zwecke läßt sich das System aber noch einfacher gestalten. 

Betrachten wir dazu die auftretenden Größen nur nach ihrem Ver- 
halten bei Drehungen, und lassen wir demnach die feinere Unter- 
scheidung, die aus dem Verhalten bei speziellen affinen Transformationen 
und Ahnlichkeitstransformationen gewonnen wird, fallen, so gibt es nur 
noch zwei Größenarten, solche nullter Ordnung in m(^), m^^ oder m, und 
solche erster Ordnung in e, E und €. Der Unterschied zwischen Vektoren, 
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Biyektoren und rechten Quatemionen einerseits und zwischen den drei 
verschiedenen Skalaren andererseits verschwindet. (Die Unterscheidung 
zwischen polaren und axialen Vektoren, worüber weiter unten die Rede 
sein wird; ist eine ganz andere, und hat mit der zwischen Vektoren , Bi- 
yektoren und rechten Quaternionen nichts zu tun.) (Vgl. S. 61.) 

In der Physik sind wir nun aber gerade auf diese Betrachtungs- 
weise angewiesen y da uns Yon einer physikalischen Größe nur das Ver- 
halten der Bestimmungszahlen bei Drehungen (und bei Inversionen — das- 
selbe bestimmt die polare oder axiale Natur — ) bekannt ist. Da nun aber 
Monovektoren, Bivektoren und rechte Quatemionen sich, eine jede Große 
bezogen auf ihre eigenen Einheiten, in dieser Beziehung ganz gleich ver- 
halten, hat es, wie Prandtl 1904^) sehr richtig bemerkt hat, überhaupt 
keinen Sinn, zu fragen, zu welchen von diesen Dreien eine physikalische 
Größe gerechnet werden muß. Es ist also für solche Anwendungen an- 
gebracht, den Unterschied zwischen e, E und € überhaupt fallen zu lassen, 
und zu dem Gattungsbegriff, geometrische Größe erster Ordnung, aufzu- 
steigen, der die Begriffe Monovektor, Bivektor und rechter Quatemion 
umfaßt.^ Dies geschieht, indem wir e, E und b durch einen Buchstaben 
i ersetzen, also setzen: 
(50) e - E = € = 1, 

eine Gleichung, die nur für die Zwecke dieser Untersuchung richtig, 
aber dann auch absolut richtig ist. Das System geht durch diese Gleich- 
setzung zurück auf sein Kemsystem: 



(51) 



Ij X Ig = Ij = — lg X li 



die Hamiltonschen Quatemionen mit zerlegter Multiplikation. Wir können 
dieses Kemsystem also das assoziative System der geometrischen Größen 
bis zur ersten Ordnung in drei Dimensionen in bezug auf Drehungen 
nennen. Da die rotationale Orientierung der Produkte in den Grund- 
multiplikationen • , X und den abgeleiteten Multiplikationen -r| und -7^ 
sich auf aUe Stufen des Systems in e, E, b, m^^\ m^'^ und m in gleicher 
Weise zu den rotationalen Orientierungen der Faktoren verhält, gehen 
diese Multiplikationen ohne weiteres in das System in 1 und m über (vgl. 
S. 51). Wir wären bei der Ableitung sofort zu diesem System gelangt, 
wenn wir die feinere Unterscheidung vermittels der speziellen affinen Gruppe 
überhaupt nicht eingeführt hätten. An Stelle der Regeln m, IV und V 



1) 04. 4 

2) Den Gattungsbegriff deuten wir, wie gebräuchlich, durch das Wort Vektor 
an, wodurch dieses jetzt eine erweiterte Bedeutung erhält (Tgl. S. 84). 
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S. 25 und 26 wäre daun einfach die Regel getreten^ daß Größen gleicher 
Ordnung auch gleicher Art sind (vgl. S. 63 und 65). 

Bekanntlich ersetzt man allgemein einfachheitshalber m durch 1. 
Da aber 
(52) m . = 1 o (siehe S. 15), 

bedeutet eine solche Ersetzung, daß: 



(63) 



1.1-1 r^'^^' 



wir also nun auch fernerhin des Recht haben, die Multipli- 
kation von gewohnlichen Zahlen unter sich und mit Vektoren 
durch die skalare Multiplikation zu ersetzen. Eigentlich erklären 
wir ja durch die Ersetzung von m durch 1 alle gewöhnlichen Zahlen für 
Größen in m. Ersetzen wir zwar m durch 1, aber nicht die Multipli- 
kation o Yon Skalaren unter sich und mit Vektoren durch • , so bleiben 
in dem System drei verschiedene Multiplikationen, und dasselbe gestaltet 
sich demnach weniger einfach. Die herkömmliche Vektoranalysis nimmt 
einen solchen Standpunkt ein, der allerdings durch die Geschichte ihres 
Entstehens erklärt werden kann (vgl. S. 49); ihre Formeln erlangen aber 
dadurch, wie sich im weiteren Verlaufe zeigen wird, eine unnötige Kom- 
plikation und Asymmetrie (vgl. S. 47£f., 87, 148, 176, 190flf., 204, 214). 
In der hier abgeleiteten Gestalt läßt sich das System in m und i 
folgendermaßen deuten. Der Vektor: 

stellt jede geometrische Größe erster Ordnung, also sowohl einen Vektor 
im engeren Sinne, als auch einen Bivektor, als auch einen rechten Qua- 
ternion in der Richtung des Punktes o^, a^, % mit dem Betrag a^ dar. 
Das vektorische Produkt zweier Vektoren a und b ist dem Vektor gleich,^ 
dessen Betrag durch den Inhalt des durch sie bestimmten Parallelogramms 
gegeben ist, und der senkrecht zu ihnen gerichtet ist. Sein Richtungs- 
sinn ist der Drehrichtung von a nach b vermittels einer Rechtsschraube 
zugeordnet. Die Größe: 

a . . 
— sm 9 + M cos (p 

ist ein schiefer Versor mit a als Achse und g) als Winkel, der ein- 
deutige Quotient zweier Vektoren gleichen Betrages senkrecht auf a,. 
die den Winkel (p einschließen. Ein Quatemion, ein schiefer Versor 
mit Zahlenfaktor, erfordert vier Bestimmungsstücke, und ist in diesem 
System der Summe eines Vektors und einer gewöhnlichen Zahl gleich. 
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Für jede Zahl 

a =- a^ii + Ojla + Ojlj + a^m 

des Systems besteht die Identität: 

(54) a*H - 2(Sa)a + S,a = 0^), 
wo: 

(55) S,a « V + a,' + o,« + o^S 

eine Zahl, die wir den zweiten Skalar des Quatemions a nennen 
wollen. *) 

Daneben erhalten die einfachen Operatoren, die in m nnd 1 mit -7I 
geschrieben werden^ folgende Deutung. Ein Operator in m und i mit -^ 
ist ein Drehoperator mit Zahlenfaktor für alle Vektoren senkrecht auf 
seinen Yektorteil und macht diesen Teil selbst zu Null. Als einfacher 
Operator besteht er aus einem Vektor mit yektorischer und einem Skalar 
mit skalarer Multiplikation. Zwecks späterer Verallgemeinerung wollen 
-wir dies in der folgenden Regel aussprechen: 

AI, Regel: In dem assoziativen System der geo- 

^i^ X metrischen Größen bis zur ersten Ordnung sind in 

einem einfachen Operator die Teile verschiedener 
— ^ — > — ^ Ordnung jeder nur mit der zu ihr gehörigen Grund- 
*i^ multiplikation verbunden. 

Figl Geomtriwhe Deutung ^^^ Dcutung der Zahlen 1 und der Operatoren 

der Zahlen 1 und dei Oper»- 1 x läßt sich aus nebenstehender Figur ablesen. 

4oren i x (vgl. Fig. 12, S. 86). 

Der Streit der verschiedenen Schnlen Aber die Identiflsie- 
ning von Vektoren, Bivektoren nnd rechten Qnatemionen, Der 

Streit zwischen den QuatemionisteU; den Vertretern der Graßmannschen 
Schule und Yektoranalytikem yerschiedener Richtung wurde, außer über 




1) Dies ist die charakteriBtiBche Gleichung des ZahlensjsiemB. Vgl. S. 128. 
In Systemen, wo mehrere Multiplikationen yorkommen, muß bei Potenzen die 
Multiplikation angegeben werden, die rerwendet werden soll. Zu diesem Zwecke 
•sei das Multiplikationszeichen hinter den Potenzexponenten geschrieben. 

2) In der Quaternionentheorie wird dieser Skalar durch das Funktionszeichen 
N gebildet und heißt Norm des Quatemions; zwecks späterer Verallgemeine- 
rung ist hier ein anderer Name und ein anderes Zeichen eingefOhrt (vgl. S. 129). 
Ist ein Quatemion in den Einheiten der algebraischen Normalform des Systems ge- 
-fichrieben, so ist der zweite Skalar gleich dem Werte der Determinante derEoef- 
£zienten der Einheiten. 



(56) { l 
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BezeichnungS' und Benennimgsfiragen; namentlicli über folgende drei 
Fragen geführt*): 

1. Über die Berechtigung der Identifizierung Yon Vektoren mit 
rechten Quatemionen, bzw. von Vektoren mit Bivektoren. 

2. Über das + oder — Zeichen in den Quadraten der Einheiten (vgl. 
S.47f.). 

3. Über die Berechtigung, die Teilmultiplikationen • und x als selbst- 
ständige Multiplikationen aufzufassen (vgl. S. 48). 

Zur ersten Frage ist Folgendes zu bemerken. Bekanntlich definierte 
Hamilton einen Quatemion zunächst als Quotient zweier Vektoren.') Den 
zu einem rechten Quaternion a gehörigen Vektor gleichen Betrages nannte 
er den Index des Quatemions: 

la (I stimmt überein mit m<*) •) 

:I-»a (I-» „ „ „ mW.). 

Das Produkt zweier Vektoren wurde nun Yon ihm definiert als das Pro- 
dukt der rechten Quatemionen^ deren Indizes die Vektoren sind^)^ also 
in unserer Schreibweise, bei Unterdrückung des Zeichens —\: 

(57) al)-(mW.a)(mW.l)). 

Damit identifizierte er Bivektoren mit rechten Quatemionen. Da aber 
schon feststand; daß auch: 

^^^) b ^ 5«>Tb 

war, lag es nahe, den rechten Quatemion auch mit dem zugehörigen Vektor 
zu identifizieren. Von Hamilton geschah dies zunächst^) als ^symbolical 
Identification'', die Oleichsetzung wurde aber später, namentlich yon seinen 
Schülern, als eine vollkommene angesehen. Und mit Recht. Gleichsetzim- 
gen sind überhaupt nie absolut, sondern gelten nur innerhalb der Grenzen, 
die bei ihrer Aufstellung angegeben oder stillschweigend angenommen 
sind. Wer die Gleichung: 

log.nat. (1 + a:) — rr — ^ + ^ — ^H 

ausschreibt, weiß, daß die Grenzen ihrer Gültigkeit gegeben sind durch 
die Bedingung: 

1) 86. 1; 91. 2, 3, 4; 92. 1, 2, 8, 4, 6, 6; 98. 1, 2, 8, 4, 6, 6, 1, 8; 96. 2, 3; 
02. 1; 03. 1, 3; 04. 1, 2, 3, 4, 6; 05. 1, 2, 6; 06. 8; 07. 3, 4, 6; 08. 1, 2, 3, 4, 6; 
09. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 14, 16, 17, 22; 10. 1, 2, 8, 4, 6, 6, 7; 11. 1, 2, 
8, 4, 6; 12. 1, 2, 3; 18. 1, 2. 

2) 66. 1, Book I und ü. 

3) 66. 1, Book m, Chapter I, Section I, S. 802, Section 8, S. 808. 

4) 66. 1, Book m, Chapter Section IV, I, S. 811. 
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innerhalb dieser Ghrenzen ist sie aber vollständig richtig. Ebenso ist, so- 
lange uns der Unterschied zwischen e, £ und e nicht interessiert^ wie das 
für einen großen Teil der mathematischen Physik der Fall ist, die Gleichung 

(50) e « E = 6 = i 

richtig, und zwar absolut richtig, da sie der Ausdruck dafür ist, daß 
wir zu dem Gattungsbegriff aufgestiegen sind, und jetzt nur noch die all- 
gemeinen Eigenschaften der Gattung, aber nicht mehr die spezifischen 
der einzelnen Arten betrachten wollen. Sobald wir jedoch diese spezifi- 
schen Eigenschaften der Geraden, Ebenen und Winkel in die Betrach- 
tung mit hineinziehen, d. h. auch spezielle affine Transformationen zulassen, 
darf die Gleichung nicht mehr verwendet werden. 

Die Begründung, die die Hamiltonsche Schule von dieser Identifizie- 
rung gab, war wenig befriedigend, und hat daher von Anfang an Wider- 
spruch erregt. M. O'Brien*), ein Vorläufer der vektoranalytischen Schule, 
der unabhängig von Graßmann die beiden Teile der Multiplikation H &^ 
selbständige Multiplikationen erkannt hatte, schrieb für drei senkrechte 
Einheitsvektoren nicht: 

(Teil von 51) i^ x i^ « ij = — i, x 1^, cycL, 

aber: 

(59) D(ei X e,) - 63 ^ D(ej x ej, cycl.,«) 

und stimmte auch hierin vollständig mit der Graßmannschen Auffassung: 

(60) |[eie,] = e3--i[e3ej, cycl. 

überein. Dabei bemerkte er, daß De^ x als Operation gefaßt gleich — ^ 
war, weigerte sich aber De^ mit 6^ zu identifizieren, und führte für das 
Produkt gleichgerichteter e das + Zeichen ein: 

'61) 61 • e^ = + 1 cycl., 

gleichwohl hinzusetzend: 

„though, as regards the last three relations, all that I have a right 
to assert as a matter of necessity is that 

61 61« e,- 68=63 e,.*' 

Auch A. Macfarlane') wollte den unterschied zwischen Einheitsvek- 
toren und rechten Yersoren bestehen lassen, und zwar in ähnlicher Weise. 
Rechte Versoren schrieb er: 

1) 52. 1 S. 161. 

2) O'Brien verwendete • statt x, x statt •, und a, /3, y statt e^, e,, 6,; 
der größeren Übersichtlichkeit halber sind seine Formeln in der Notation wieder* 
gegeben, die in diesem Bach allgemein verwendet ist. 

3) 93. 1, 7; 96. 1; 04. 3; 05. 5; 10. 2. 
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ii», cyol.'), 
und gab ihre Multiplikationsregeln wie folgt an: 



(62) 






n n 



cycL, 



wobei die Vektoren i^^ i,; i^ den Bedingungen 



(63) 



i,ii-ij 



oycL 



genügen sollten. Er meinte, daß die 

^^fundamental ruies for vectors are based on pbysical considerations, 
the principal one of which is tbat the Square of a yector is essentially 
positive, where as, according to quatemionists, it is essentially negative'^ 
(vgl S.47f.). 

und stellte den Grundsatz auf, daß Vektoren „rectorially^', Versoren aber 
,,Ter8orially^' behandelt werden müssen. 

In ähnlicher Weise haben später die Biyektorianer der Graßmannschen 
Schule gegen die Identifizierung von Vektoren und Biyektoren durch die 
Monovektorianer Gibbsscher Richtung Einspruch erhoben. B. Mehmke^) 
hat, ausgehend Yon der Tatsache, daß 

a X l> 

bei Gibbs eigentlich zwei Operationen enthält, erstens die Bildung eines 
Parallelogramms, die invariant ist bei affinen Transformationen und zwei- 
tens die Errichtung eines senkrechten Vektors, die bloß invariant ist bei 
orthogonalen Transformationen, es sogar für unwissenschafklich erklärt, 
diese beiden Operationen nicht auseinanderzuhalten: 

„Diese Tatsache muß einem jeden Mathematiker die Überzeugung 
aufdrängen, daß, vom wissenschaftlichen Standpunkt betrachtet, es 
durchaus notwendig ist, beide Operationen zu trennen.'' 

L.Prandtl*), der drei Richtungen in der Vektoranalysis unterscheidet, 
eine geometrische oder deutsch-italienische (Graßmannsche Schule, Vek- 
toren und Bivektoren), eine trigonometrische (Hamilton, Macfarlane, Vek- 
toren und Quatemionen) und eine physikalische (Heaviside, Gibbs, Vek- 
toren, Bivektoren und rechte Quatemionen identifiziert) hat dagegen 



1) Maofarlane gebrauchte t, j^ k statt ii , 1^ , und i, 
t) 04. 8. 8) 04. 4. 
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richtig bemerkt^ daß die theoretisclie Physik sich nicht mit affinen Trans- 
formationen der Koordinaten abgibt; und daß es für eine physikalische 
Große gar keinen Sinn hat zu fragen^ ob dieselbe ein Vektor oder Biyektor 
(wir fügen zu: oder rechter Quatemion) ist. 

G. Burali Forti und B. Marcolongo/) Vertreter der Oraßmann-Peano- 
sehen Richtung, haben eingesehen^ daß es für gewisse Zwecke dienlich 
ist; das vollständige Oraßmannsche System mit Vektoren und Bivektoren 
durch ein Einfacheres zu ersetzen. Dieses Einfachere^ das sie ^^Minimum- 
system^' nennen, und das bis auf einige Änderungen der Notation und der 
Hinzufügung der gewohnlichen komplexen Zahlen mit geometrischer Deu- 
tung, mit dem Oibbsschen identisch ist, identifiziert also Vektoren, Bi- 
yektoren und rechte Quatemionen. Es ist daher sehr auffallend, wie ge- 
rade diese Autoren der Hamiltonschen Schule die Identifizierung der 
Vektoren imd rechten Quaternionen yorwerfen, und bei Vergleichen mit 
dem Hamiltonschen System immer die „yoUstandigen^^ Ausdrücke: 

S(I-ia)(I-ib) 

V(I-ia)(I-^l)) 
heranziehen, statt: 

Sab 

Vab, 

die nach ihnen bloß „yerkürzt^' sind und nicht als vollwertige Notationen 
gelten können. Höchstens lassen sie noch eine symbolische Identifika- 
tion zu: 

„Mais il y a un abime entre 'identification symboUque' et ^iden- 
tification absolue'. On peut identifier deux symboles differents pour 
cibreger VScrüure] cela peut conduire a des erreurs, mais ce n'est point 
une erreur logique. Au contraire, Fidentification absolue de deux entit^s 
difperentes est une faute logique que rien ne peut justifier. 

Hamilton repöte toujours le mot 'symbolical identification' qui 
semble dire ^prenez garde'. Precaution inutile! Las vulgarisateurs de 
la magistrale oeuvre de Hamilton, k la ^suppression symbolique' de I 
et I""*, ont substitue la 'suppression absolue' des Operateurs I, I"*; 
ä la 'symbolical Identification' des vecteurs aux quatemion s droits ont 
remplace leur ^identification absolue'. 

Les vulgarisateurs de Hamilton (et c'est ä eux seulement qu'est 
due la confusion actuelle) ont montr^ bien peu de def^rence ä leur 
maitre, avec la suppression absolue, des symboles I, I'^I Ne point 
les comprendre n'est pas une raison süffisante pour les supprimer'^^) 

1) 07. 8, 4, 6; 08. 2, 8, 4; 09. 1, 4, 10, 11; 10. 8, 4, 6, 8; 11. 1. 

2) 10. 4 S. 60. 
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Wo Burali Forti und Marcolongo selbst in ihrem Minimumsystenk 
Vektoren und Biyektoren identifizieren, kann man diese Ausführungen« 
schwerlich anders als inkonsequent nennen, abgesehen noch Yon dem» 
logischen Fehler, den diese Autoren begehen, indem sie den relativen 
Charakter einer jeden GleichsetzuDg^) und die logische Berechtigung des- 
Aufsteigens zum Gattungsbegriff yerkennen. 

Einige der wichtigsten Momente die den ersten Hauptstreitpunkt der 
verschiedenen Schulen betreffen, den Vorrang und die Identifizierung der 
Vektoren, Bivektoren oder Versoren, sind damit angegeben. Im Besitze- 
des umfassenden Systems in e, £ und $ erscheint uns jetzt das Entstehen, 
dieses Streites begreiflich, die ihm zugrunde liegende Frage aber leicht 
zu beantworten. Zunächst war jedes der bisherigen Systeme verkürzt, konnte 
also nie das ganze Gebiet beherrschen. Wo dies doch geschehen sollte,, 
entstand notwendig Streit, da sich kein anderes System umfassen lassen 
woUte, und auch nicht richtig umfaßt werden konnte. Legen wir aber das- 
System in e, E und c zugrunde, so kannjedes aus demselben dasjenige heraus- 
nehmen, was seinem Bedarf entspricht, und identifizieren, was für seinen 
augenblicklichen Zweck nicht unterschieden werden soll. So entsteht die 
Quatemionentheorie mit zerlegter Multiplikation vor der „symbolicaL 
identification^^ durch Identifizierung von E und €, dieselbe Form der Qua- 
temionentheorie nach dieser Identifizierung, oder'die Vektoranalysis mit 
ij • ii — — 1 (siehe unten), durch gleichzeitige Identifizierung von e, E. 
und £, und die Ausdehnungslehre für drei Dimensionen, wie wir noch 
sehen werden, durch die Herausnahme eines der Teile der in anderer Weise 
zerlegten totalen Multiplikation (vgl. S. 52). Das System in e, E und b- 
selbst aber erscheint als das Umfassende, in dem sich alle Teile wider- 
spruchslos vereinen. 

Die Beiiehnngen des Systeme rar flibbsschen Vektorana- 
lysis. Die zweite und dritte der S. 43 erwähnten Hauptfragen treten zu- 
tage bei Betrachtimg der Beziehungen des Systems zur Vektoranalysis. 
So wie das System jetzt vorliegt, mit algebraisch zerlegter Multiplikation, 



1) Burali Forti und Marcolongo schreiben geradezu: 

„C'est an principe fondamental de logique matbdmatique que x^^f^ 
Bignifie: tonte propri^tä de x est anssi propriät^ de y*^ (11. 1), 
während doch diese Gleichsetsang nichts anderes zu bedeuten hat als : jede Eigen- 
schaft Ton x^ die innerhalb der Grenzen der gerade vorliegenden Untersuchung 
Bedeutung hat, ist eben innerhalb dieser Grenzen und innerhalb noch anderer 
Grenzen, die man eventuell bei der Gleichsetzung angegeben oder über die still- 
sehweigend übereingekommen ist, auch eine Eigenschaft von y. Vgl. Graßmaniv 
44. 1 S. 26 und 38; Whitehead 98. 1 S. 6f. 



48 I- ^ap> I^ie aesoziativen Zahlensysteme u. ihre Beziehungen zu den geom. GrrÖfien 

unterscheidet es sicli von dem der Oibbsschen Yektoranalysis nur da- 
durch/ daß dort 
(64) 1,.1,- + 1, cycL 

ist und daß die Multiplikation von Skalaren unter sich und mit Vektoren 
nicht mit der skalaren Multiplikation • identifiziert wird. Um die Bedeutung 
dieses + Zeichens zu erklären, ist zimächst hervorzuheben, daß bei den 
physikalischen Anwendungen, die sich nur auf das eigentliche Gebiet der 
Yektoranalysis, also ohne Dyaden- und Tensorenrechnung, beziehen, das 
totale Produkt ¥ fast nie vorkommt, man also fast immer zu tun hat mit • 
und X , und daß es auch in vereinzelten FäUen, wo in der Tat die Multi- 
plikation ¥ Nutzen bringen würde, auch' sehr wohl möglich ist, mit • 
und X auszukommen. Dies hängt damit zusammen, daß es innerhalb 
dieses Gebietes keine physikalischen Größen gibt, die aus einem Skalar 
und einem Vektor zusammengesetzt sind. Das assoziative Gesetz, das bei 
der Änderung des Zeichens verloren geht, wie man z. B. an den Produkten 

(*i ^ li) ^ i, =- + i. 



i, .(l,.i,)--I, 



li . ij =. + 1, cycl. 



sehen kann, hat also hier wenig praktische Bedeutung, und es ist da- 
her von vornherein einzusehen, daß das — Zeichen dem Vektoranalytiker 
wenig unmittelbaren Nutzen bringen kann. Obwohl nun andererseits die 
Analysis durch Einführung des + Zeichens nicht gewinnt, sich dagegen 
bei Beibehaltung des — Zeichens viel symmetrischer (vgl. S. 41) ge- 
staltet, und sich auch besser den Tatsachen der Mechanik anschließt 
(vgl. S. 190 ff. und 214), so haben doch die Urheber der Vektoranalysis, als 
sie den Schritt zur Anerkennung der beiden Teile des Quatemionprodukts 
als selbständige multiplikative Verknüpfungen taten, gleichzeitig, und im 
Grunde ganz unabhängig davon, das — Zeichen in ein + Zeichen verwan- 
-delt. Der eigentliche Grund ist dabei der gewesen, daß das — Zeichen in 
den Grundregeln, dessen Bedeutung in der eigentlichen Vektoranalysis 
nicht sofort zutage tritt, dem Anfänger unerklärlich bleibt, ihm daher 
unbequem scheint, und so nicht geeignet erscheint, die Popularitöt der 
neuen Rechnungsweise zu fördern. 

In dem Streite zwischen den verschiedenen Schulen ist immer die 
Zeichenfrage zusammen mit der Frage nach der Selbständigkeit der beiden 
Teilmultiplikationen • und x behandelt, und es ist dabei nirgends scharf 
zutage getreten, daß diese beiden Fragen ganz unabhängig voneinander 
sind. Diese Unabhängigkeit aber soll hier ausdrücklich betont werden, 
da der Verfasser die Selbständigkeit der Multiplikationen • und x, und 
sog^ noch anderer, die im zweiten Kapitel auftreten werden, durchaus 
•anerkennt, und es für einen überaus großen Verdienst der Begründer der 
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Yektoranalysis hält, dies auch in den Notationen zum Ausdruck gebracht 
zu haben, sich aber was die ZeicheniErage betrifft, auf folgenden Stand- 
punkt stellen mochte. 

Solange man auf dem Gebiet der eigentlichen Yektoranalysis bleibt, 
Größen höherer Ordnung also nicht betrachtet, ist das Zeichen, was 
die praktische Rechnung betrifft, unwichtig. Die Analjsis bleibt, wenn 
man von einigen Asymmetrien absehen will, die allerdings besser zu ver- 
meiden wären, in beiden Fällen gleich brauchbar, und das — Zeichen in 
den Voraussetzungen hat, seiner scheinbar größeren Einfachheit wegen, 
für die Einführung einen gewissen Vorzug. Kun ist es aber für den rich- 
tigen Aufbau der Infinitesimalrechnung der Vektoranalysis selbst durch- 
aus notwendig, zur Betrachtung von Größen zweiter Ordnung überzugehen. 
Tun wir dies jedoch, und suchen wir eine Analysis aufzubauen, die als das 
System der geometrischen Größen bis zur zweiten Ordnung zu betrachten 
ist, in derselben Weise wie das System in m und i das System für die 
Größen erster Ordnung ist, so ist die Frage des Zeichens nicht mehr 
gleichgültig. Es wird sich im zweiten Kapitel zeigen, daß dann in der 
Tat das — Zeichen unbedingt vorzuziehen ist. Mit dem -f Zeichen ist 
also die Vektoranalysis zwar ein für die praktischen Zwecke der Rech- 
nung schon recht brauchbares Instrument, sie enthält aber imnötige Asym- 
metrien und steht nicht im organischen Zusammenhang mit den Systemen 
höherer Ordnung. Mit dem — Zeichen dagegen gestaltet sie sich voll- 
kommen symmetrisch, wodurch sich ihre praktische Brauchbarkeit noch 
erhöht, und bildet sie das erste Glied einer genau angebbaren Reihe von 
Analysen, die sich mit Größen bis zu beliebiger Ordnung befassen, und die 
alle im engsten Zusammenhang stehen. Einerseits ist dies nun allerdings 
sehr bedauerlich, da nun einmal das + Zeichen in der Vektoranalysis das 
Bürgerrecht erworben hat, andererseits erwachsen aber dem Vektor- 
analytiker beim Übergang zum — Zeichen doch keine nennenswerten 
Schw. • igkeiten, da alle seine Formeln sich ohne jegliche Rechnung so 
lesen lassen, als wenn das — Zeichen zugrunde gelegt wäre. 

Da in der Gibbschen Vektoranalysis die beiden Multiplikationen 
und X nur gesondert betrachtet werden und die nicht assoziative totale 
Multiplikation y hier keine Bedeutung hat, ist es deutlich, daß die Iden- 
tifizierung der Multiplikation von Skalaren unter sich und mit Vektoren 
mit der Multiplikation *, die sich bei Ableitung aus einer totalen Multi- 
plikation, wie auf S. 40 gezeigt, von selbst ergibt, in diesem System nicht 
zustande kommen konnte. Diese Identifizierung ist aber, wie sich zeigen 
wird, für die einwandfreie Gestaltung einer Vektoranalysis besonders wich- 
tig, und es spricht also auch dieser Umstand zugunsten des assoziativen 
Systems mit i^ • i^ — — 1. 

Sohouten: Vektor- n. Afflnonuutlyals 4 
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Die geometriflohe Zerlegung der totalen MnltlpUkatlon. 

Die Zerlegung der inyarianten Maltiplikation H ii^ * und x ist f&r viele 
Zwecke gut brauchbar^ es gibt aber noch eine andere^ die sich für manche 
geometrische Untersuchungen besser eignet. 

In einem System für 3 Richtungen besteht eine Analogie zwischen 
den beiden Produktbildungen: 

«1 He, 

(«1 He«) H«8- 

Erstere führt von Strecke zu Quadrat, letztere von Quadrat zu Würfel, 
also jedesmal in ähnlicher Weise zur Ausdehnungsgröße nächsthöherer 
Dimensionenzahl. Diese Produktbildungen weisen also eine innere Ge- 
meinschaft auf, die aber bei der algebraischen Trennung der Multipli- 
kation H uicht zum Ausdruck kommt. Denn diese schreibt: 

Cj X Cj 

(«1 X e,) . e„ 

nennt also die erste Multiplikation vektorisch, die zweite skalar. Wir ge- 
langen nun aber zu einer anderen Zerlegung von — {^ wenn wir die 
Größen folgendermaßen in Klassen einteilen. Die Ausdehnungsgrößen, 
das sind die Gh-ößen, die speziellen affinen Transformationen standhalten, 
und die sich, wenn sie einfach sind, zusammenstellen lassen aus den Ein- 
heiten: 



©1 



ei He,-E, / cycL, 

«1 H e» H e, m ^ 



die nur verschiedene Faktoren e besitzen, formen die erste Klasse. Die 
anderen Größen, deren Einheiten sich aus denen der Größen erster Klasse 
durch Multiplikation mit oder Division durch m^^^ » — Oj H e^ ableiten, 
bilden die zweite Klasse. (Für n > 3 werden in ähnlicher Weise mehrere 
Klassen gebildet, vgl. S. 58.) Nun zerlegen wir H so in -jH und ^1*); 
daß in jedem Produkt zweier Faktoren -^ die Teile der ersten, *^ die 
der zweiten Klasse bildet. Die Multiplikationen -^ und *^ sind ofiFen- 
bar wiederum invariant bei Drehungen des Bezugssystems, und wir 
nennen diese Zerlegung, im Gegensatz zur algebraischen, die geo- 
metrische. 



1) Die Zeichen r^ und r^ sind hier nur Terwendet, weil eben Zeichen nötig 
waren, ihre Verwendung ist also nicht als ein Vorschlag ssa betrachten. 
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Das System für n » 3 erscheint jetzt in der Form: 

Umgekehrt: 



(65) 
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Multiplikative Verknüpfungen, die nicht angegeben sind, ergeben NnlL 
Es ist ganz besonders hervorzuheben^ daß, im Gegensatz zur alge- 
braischen Zerlegung, bei der geometrischen Zerlegung die rotationale 
Orientierung eines Produktes sich nicht auf allen Stufen gleich zu den 
rotationalen Orientierungen der Faktoren verhält. So ergibt sich z. B. in: 

e^ -^ e, -» E, 

eine Größe erster Ordnung als Produkt zweier Größen derselben Ari^ 
während in 

ei tI E, - - 



zwei Größen mit derselben rotationalen Orientiening einen Skalar er- 
zeugen. Beim Übergang zu dem System in m und 1, wo alle Größen glei- 
cher rotationaler Orientierung bis auf einen Zahlenfaktor identifiziert 
werden, kann also die geometrische Zerlegung von —j nicht wie die al- 
gebraische bestehen bleiben (vgl. S. 40), und dieser Umstand erklärt zum 
Teil den Mangel an Übereinstimmung zwischen den Yektoranalytikem 
und den Vertretern der Graßmannschen Schule. Das umfassende System 
in e, E, 6, m(^)^ m^^ und m bringt auch hier die Lösung, es sind eben 
zwei vollkommen gleichberechtigte Zerlegungsweisen möglich, und, in- 
dem man diese durch den Gebrauch verschiedener Bezeichnungen scharf 
auseinander hält, ist jeder Widerspruch ausgeschlossen. 
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Die Besiehnngen des Systems mr GTaBmannschen Ans- 
dehnungslehre. Ausgehend von e and E gelangt man durch die Mul- 
tiplikation -ji nur zu m^ niemals zu 6, m^^) und m^'). e, £ und m bilden 
also mit -^ ein Untersystem. Dieses Untersystem, das nur Ausdehnungs- 
großen enthält, stimmt aber bis auf das Zeichen von m genau mit der 
äußeren Multiplikation freier Ausdehnungsgrößen überein, die Graßmann 
bezeichnet mit [ ]: 





Umgekehrt: 




Umgekehrt: 


©1 t1 «1 - E3 


-E, 


[«!«»] - E, 


-E3 


El -^ Eg — e. 


-e, 


Ej E,] — e. 


-«s 


«1 iH El m 


— m 


[e,E,] - 1 


1 


m -r1 ©1 = «1 




Zahlen sind bei Oraßmann 


m -^ El » El Eommutatiy. 


Größen n**' oder nullter 


m -^ m -B m 




Stufe. 





Dieses System ist offenbar nicht nur invariant bei Drehungen, sondern 
auch bei speziellen affinen Transformationen, und eben dieser Invarianz, 
verdankt es seine Bedeutung.^) Das System entsteht aus dem assozia- 
tiven durch Ausmerzung derjenigen Größen, die speziellen affinen Trans- 
formationen nicht standhalten. Wir wären sofort zu ihm gelangt, wenn 
wir in Regel I statt der Ghruppe der Drehungen die Gruppe der speziellen 
affinen Transformationen eingeführt und so die Betrachtung von vorn- 
herein auf die Ausdehnungsgrößen beschränkt hätten (vgl. S. 59). 

Daß die Ausdehnungslehre Graßmanns für n — 3, sofern sie sich mit 
freien Ausdehnungsgrößen befaßt, ein Teil des assoziativen Systems für 
dieselbe Richtungszahl ist, ist hiermit eigentlich schon klargestellt, da 
ja die innere Multiplikation sich aus der äußeren ableitet, indem man für 
den zweiten Faktor seine Ergänzung einführt. Diese innere Multiplikation 
steht aber in einer merkwürdigen Beziehung zu den auf die Einheiten be- 
zogenen Regeln der zu H gehörigen beiden Divisionen. Die Beziehung 
sei hier noch angegeben. Dazu werde eine allgemeine Eigenschaft der 
nicht kommutativen Multiplikationen ohne Teiler der Null herangezogen. 
Ist H eine solche Multiplikation und definiert man die Verknüpfungen 
H und Hl durch: 

(66) ^ H a - O 



dann sind — | und — | ebenfalls eindeutige Yerknapfungen, die aber nicht 
1) Vgl. F. Engel und E. Study, 94. 1, S. 406. 
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mehr als Multiplikationen sondern als Divisionen aufgefaßt werden müssen, 
da — I nur nach • und Hl i^ur vordistributiv der Addition gegenüber ist. 
Hl und Hl brauchen nicht assoziativ zu sein oder einen Modulus zu haben. 
Im übrigen ist zwischen H> Hl und Hl kein Unterschied vorhanden^ 
namentlich verhalt sich H zu Hl und HH wie Hl zu Hl und H und 
wie Hl zu H und Hl. In derselben Weise wie H können Hl und Hl 
gemäß den Regeln auf S. 50, geometrisch zerlegt werden. Da das System 
in e, £, s, mf^\ mf^^ und m keine einfachen Größen als Teiler der NuU 
enthält, lassen sich Multiplikationen H und Hl angeben; ihre Formeln, 
bei geometrischer Zerlegung, lauten: 



H 



(67) I 



*i tI ®j 

«1 -H «1 - 

El -Fl e, - 

El tI E,= 

Elf^E,- 

Ei tI *j =• 

Ex tI «1 - 

«1 tI«»=" 
I «iTlE,= 

«1 -H «2 - 

«1 iH «1 - 

m(»' tI «1 = 

mW -rl Ej = 

m(»' tI «1 = 
m<») -^^ e, = 
mW -jH E, 
m<») -H «1 - 
m t1 «1 — 
m-rlEi=. 

. m -d «1 = 



- £ 



8 



— m 



Umgek.: 

-E, 

-mW 

— m 

— e. 



- m*^) - mt») 



mW 

E, 
m(») 

«s 
E, 

m 

El 



e, 



— e, 



El 

«1 

El 



— 6 



3 



— e 



s 



-m(^) 



-E 



8 



-E, 



-«8 

— m 
El 



«1 

El 

«1 

El 



»1 

-rfl 









e 



Umgek.: 

m m 

-E, 
m<») 

-e» 

m(i) 

-«j 
m 

-E, 

m(« 

-E, 



Umgek.: 



8 

E» 

«8 

m 



e 



8 



m<^> 



e 



8 



«1 

Ex 
E, 



1 
T 



«• —6. 



1 
Tnl 



1 

-ri 



2 

"TtI 



e 



8 



«8 -«8 

m 

-E, 

— e. 






! 1 



— B, 



e, — 



Ex 

B, 



1 

El 
-El 

-«1 
— c. 



-Hl 



El 
El 



E, - 

mW 

«s - 

m<>) 

e» - 



m<*) 

E. 

mW 

E, 



— 6, 



E, - 



m 

«8 



Eq — 6« 



-E, 



«8 -«J 

m 
Ex 



— e, 



Ex 

~«i T« «x -El 

B, 



Bi — 



— e. 



— e 



e, - 



1 
El 



— B, 
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(67) 





H 






H 






-■ 




ümgek.: 




1 


Jmgek.: 


Umgek.: 


in(^)-HmW = 


mW 


mW 


T« 


m 


m 


"T" 


m m 


m<*> -^ ^^^ ^ 


m 


m 


-Hl 


m(^> 


in(«) 


-Hl 


mW m(^> 


ll|W-J^m - 


m(i> 


m(^) 


-H 


mW 


mW 


-Hl 


mW m<*> 


mW -j] m<*> = 


m(^) 


mW 


^ 


m 


m 


-Hl 


m m 


m('>-7^m » 


m(«) 


mW 


■H 


m(*> 


mW 


-Hl 


mW mP) 


m -^m « 


m 


m 


Ti 


m 


m 


-Hl 


m m 



Ausgehend von e und £ gelangt man durch die Verknüpfungen -^ 
und -^ nur zu m/ niemals zu b, m(^) oder mW. e, E und m bilden also 
mit -^ und mit -j-f je ein Untersystem. Diese Untersysteme stimmen 
nun aber, bis auf die Zeichen bei der Multiplikation von m mit Vektoren 
und Bivektoren fiberein mit der inneren Multiplikation: 

L» I b], 

bzw. der umgekehrten inneren Multiplikation: 

[|»H 

die bei OraBmann nicht als besondere multiplikatiye Verknüpfung auf- 
tritt, der inneren Multiplikation aber genau koordiniert ist: 





Umgek.: 




Umgek.: 


«IT« ©1 " m 


m 


[«1 eJ-1 


1 


«1 tHI E, = Ej 


-e» 


[eJE,]-E, 


-e, 


EiT«e» =-«« 


-E. 


[El e,]-e. 


-E, 


Ei-HH E, « m 


m 


LE, 1 EJ - 1 


1 


m ^ e^ - El 


-«1 


[1 eJ-E, 


6x0 


m tHI El == e, 


-El 


[l|E,]-e, 


Ex 


m -;HI m » m 


m 


[1 1] =1 


l 


«1 tH^i -J» 


m 


[ «leJ-l 


1 


®1 T* ^S =* ®8 


-E, 


[ eiE,]-e, 


-E, 


Ej -^ ©2 ■■ ^8 


-e» 


[ E,e,]-E, 


-e» 


El il El - m 


m 


l E,E,]-1 


1 


m Hl Ol = Ol 


-E. 


[ le,]-ei 


Ex 


m Hl El = El 


-«1 


[ lEJ-E, 


«1 


m Him =« m 


m 


[ 1 1] - 1 


1. 



1) Die Ergänzung der Zahl 1 ist die Zahl 1 selbst. 
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Die merkwürdige Asymmetrie der inneren Multiplikation, bei welcher 
sich auch die Stufe des Produkts bei Verwechslung der Faktoren ändern 
kann, eine Asymmetrie, die dem Graßmannschen System sogar vorge- 
worfen ist^), steht im engsten Zusammenhange mit den Beziehungen dieser 
Multiplikation zu einer Division, wo eine solche Stufenänderung sehr be- 
greiflich ist. Die noch vorhandenen Unterschiede des Zeichens bei äußerer 
und innerer Multiplikation erklären sich dadurch, daß für die Ausdehnungs- 
lehre, wo keine Winkelgrößen betrachtet werden, und wo das assoziative 
Gesetz seine Bedeutung verloren hat, das — Zeichen keine Bedeutung hat, 
imd der Begründer demnach von vornherein das hier einfachere + Zeichen 
annahm. Übrigens ist die Wahl dieses Zeichens für die Ausdehnungslehre 
ebensowenig wesentlich als für die Yektoranalyse. Es mag noch hervor- 
gehoben werden, daß die Regeln der inneren Multiplikation nicht wie die 
der äußeren bei speziellen affinen Transformationen invariant sind, son- 
dern nur bei Drehungen.') 

Die Systeme der geometrisohen GTÖBen erster Ordnung 
in einem Punkt bei höherer Dlmeneionensahl. Mit der Erzeugung 
des Systems für drei Dimensionen ist zugleich der einzuschlagende Weg 
bei mehreren Dimensionen angedeutet. Prinzipielle Schwierigkeiten treten 
dabei nicht mehr auf. Wo es sich, wie hier, nur um eine Andeutung 
handelt, kann man aber leichter von dem Systeme für drei Dimensionen 
ausgehen, und die Systeme für höhere Dimensionenzahlen diesem analog 
aufbauen. Dieser Weg sei hier kurz angegeben. 

Man nehme in einem Punkte eines n-dimensionalen Baumes n unter 
sich senkrechte Einheitsmonovektoren oder Einheitsvektoren. Die Pro- 
dukte zweier verschiedener Einheitsvektoren e^ und e^ seien dem durch 
e^ und Oy bestimmten und mit einer bestimmten Drehrichtung ausge- 
statteten Einheitsquadrat oder Einheitsbivektor gleich. Es ist dann all- 
gemein 

(68) e,.e^ e^e<, ij - 1, . . ., n, » + i') 

da die Drehrichtung bei Yertauschung der Faktoren umkehrt. In der- 
selben Weise sei das Produkt 6,6^6^ einem Einheitstrivektor gleich usw 
Der n-dimensionale Würfel ^i • • . e^ heiße T. Er hat im n-dimensio- 
nalen Räume keine eigentliche Richtung mehr. Die Quadrate zweier Ein- 
heitsvektoren seien alle gleich: 

(69) e,e,-k(*). i-l,...,n. 

1) Prandtl 04. 4, S. 448. 

2) Vgl. 94. 1, 8. 406. 

8) Das MaltiplikatioiiBzeichen sei einfachheitihalber unterdrückt. 
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Die einzige Bestimmungszahl von Größen in k^'^ ist invariant bei 
Drehungen des Bezugssystems, k^^ ist daher ein Skalar. Soll unser 
System das Prinzip der Dualität richtig zum Ausdruck bringen, so muB, 
wenn: 

(70) El - 6363 . . . e,, 
usw., also: 

(71) e^E^ - y i - 1, . . ., w, 
ist, in derselben Weise für die E gelten: 



(72) 


6| «= Jlij -"j • • • -Ei,, 


usw. Diesen Gleichungen 


wird offenbar genügt, wenn man für: 


3 Richtungen 


: Y = m 


4 


}f ' 


; Y»--m 


(73) 5 


7} ' 


; Y' — + m (m — Modulus) 


6 


)f ' 


: Y*= + m 


7 
setzt, oder allgemein, 

.(74) Y(« 


(n_l)(„_j, • 

-=!) = ( 1) « m. 



Es ist zu beachten, daß für ungerades n gilt: 

(75) Ve^ = e^V i = I, . . ., w 
für gerades n aber: 

(76) Te,.^ ej i = l, ...,n. 

In diesen Systemen gibt es Einheitsprodukte von n(n — 2) verschie- 
denen Stufen, wenn man die Stufe eines Produktes von p Vektoren als 
p mod n(n — 2) definiert. Die Potenzen von k(') lassen sich allgemein an- 
geben durch k(^), wo a die zugehörige Stufe ist. In einem System, wo n 

ungerade ist, gibt es nin — 2), wo n gerade ist, -^-^ — - Zahlen k. All- 
gemein aber gilt, daß die höchste Potenz von k(*> gleich der (n — 2)**° 
Potenz von V ist: 

(77) k{«(»-«)>«y«-i 

Hiervon Gebrauch machend, kann man in den Systemen ungerader Rieh- 
tungszahl die Zahlen k ersetzen durch Zahlen m, indem man setzt: 

m<i) « k<*) (- 1) « 

^'^^^ m<«>-{iii(i)}«, 

also: 
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(79) m<»(""»>-m 
und: 

n—l 

(80) e,e, - (- 1) « m(^) f - 1 , . . ., n. 

Als einfache Größen seien wiederum diejenigen bezeichnet, die durch 
fortgesetzte Multiplikation von Vektoren entstehen können. Die Summe 
zweier Größen verschiedener Stufe ist also z. B. nicht ein&ch, sondern 
zusammengesetzt. Nur die einfiachen Größen lassen eine einfache geome- 
trische Deutung zu. 

Alle Systeme der hier angegebenen Art sind Produktsysteme eines 
ursprünglichen Systems mit einer Hauptreihe. Die symbolische Dar- 
stellung lautet: 

(81) ü^,'^ ^p.(.-.) 

für ungerades n, und: 

(82) UJ S,i..(,_,) 

für gerades n. 

Fürn-:4 ist z. B.: 

Die Ausdehnungsgrößen der ersten vier Stufen sind: 

Oj, e„ 63, e^, Vektoren, 

Pi2—^i®2» ^^'f Bi Vektoren, 
^is8 ** ^1 ^» ®8 > ^^'} Trivektoren, 
V — Og Oj % 64 , Quadrivektor. 

Der Quadrivektor T ist kein gewöhnlicher Skalar, da 

Ve,. == — e,.V. i — 1, . . ., n. 

Die Ausdehnungsgrößen der höheren Stufen sind: 



5ter Stufe 

7 

8 »> »j 



Ve^, etc., 
Pis^ etc., 
VEjjj, etc., 
TT m. 



Zwischen Pj, und Vp^, besteht ein unterschied, p,, ist zu betrachten als- 
die durch zwei Strecken bestimmte, und Tp^, als die durch zwei Trivek- 
toren bestimmte Ebene im vierdimensionalen Baume: 

E3E,- (e,eie,)(- 6,6,63) = {^^^^^^^i^^e^) =ypi,. 

Werden die Elemente 6 nicht als Strecken im vierdimensionalen, 
sondern als Punkte im (elliptischen) dreidimensionalen Räume gedeutet^. 
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•dann ist der unterschied zwischen Pi, ^uid Tp^, <ldi^lbe wie der 
zwischen Strecken und Keilen. Die Analysis wäre also mit Vorteil da zn 
verwenden^ wo, wie z. B. in Stadys Geometrie der Dynamen^); Strecken 
imd Keile auseinandergehalten werden müssen. 

Gibt man den Unterschied auf, das heißt, setzt man 

(83) y - m, 

so verliert das System seine Assoziativität. Dasselbe gilt von allen 

Systemen gerader Richtungszahl, da hier fiLr das vollständige System 

^tets: 

(76) Te^ e^y, »-l,...,n 

ist. Diese Art Systeme haben dann auch kein Kemsystem, das als ein- 
fachstes Abbild des ganzen Systems zu betrachten wäre. 

Bei assoziativen Systemen von ungerader höherer Bichtungszahl läßt 
sich stets ohne Aufgeben des assoziativen Gesetzes statt: 

(n-l)(n-l) 

(84) V'-»«(-l) "^ m 
setzen: 

(n-l)(«-2) 

<85) V-(-l) « m. 

Dadurch verschwindet in diesen Systemen der Unterschied von räumlichen 
'Großen, die sich wie Strecken und Keile nur durch die Weise ihres Ent- 
^stehens unterscheiden. Die übrig bleibenden Systeme sind nun das Pro- 
dukt ihres Kemsystems und des vereinfachten Potenzsystems JB^^. Die 
Kemsysteme selbst lassen sich leicht angeben, z. B. lautet das Kern- 
jsystem für n =» 5: 



(86) 



(U,-i„ — i,i, 


*11*11 ™ 


i^ii - m 


lilu-l, li.i, 


'll*J4 " *6 "■ *S4*X» 


iiijj — — 145 — ijjii 


^Jf *« ~ M»— *MM» 
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"Es ist dies die geometrische Form erster Ordnung des ursprünglichen Sy- 
stems U^ mit 16 Einheiten. Betrachtet man nur einfache Größen, 
MO enthält das System in dieser Form keine reellen Teiler der 
Null. (Vgl. S. 34.) Die geometrische Zerlegung des Produkts ffir U^^H^^ 
geschieht durch Unterscheidung erstens von Ausdehnongsgroßen ver- 
schiedener Stufe, zweitens von Ausdehnungsgroßen, die mit m(') multi- 
pliziert oder durch m^') dividiert sind, und drittens von Ausdehnungs- 

1) 00,8. 
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großen, die mit m^^^ multipliziert oder durcli m(^> dividiert sind. (Diese 
Zerlegung ist im wesentlichen identisch mit der von Joly^) angegebenen, 
nur nimmt Joly gleich ©i^i =* — m). 

Man kann bei den Systemen ungerader Bichtungszahl noch weiter- 
gehen und in derselben Weise, wie es für n » 3 geschehen ist, das Sy- 
stem ersetzen durch sein Kemsystem. Dabei werden nur Gh-ößen gleicher 
rotationaler Orientierung identifiziert, und das assoziative Gesetz bleibt er- 
halten. Die Eemsysteme bilden die einfachsten Systeme der geometrischen 
Größen erster Ordnung bei ungerader Dimensionenzahl. Für n Dimen- 

n-l 



siouen ist das System 2 ^ ter Ordnung. (Die Eemsysteme stimmen 
überein mit den ,pi way algebras*^ GlifiFords.')) 

Die Besiehnngen der Systeme höherer Dtmenslonenzahl 
mr OraBmaiinsohen Ansdehnimgalehre. Das System der äußeren 
(sowohl progressiven als regressiven) Multiplikation Graßmanns für freie 
Ausdehnungsgrößen und für irgend eine Dimensionenzahl entsteht, in- 
dem man in dem assoziativen System der geometrischen Größen erster 
Ordnung zunächst alle Unterschiede wie die zwischen Strecken und Keilen 
aufgibt (bei gerader Dimensionenzahl geht dabei die Assoziativität ver- 
loren), die Multiplikation femer geometrisch zerlegt, und sich auf die 
Betrachtung der Ausdehnungsgrößen beschränkt. Die Graßmannsche Aus- 
dehnungslehre hebt also gleichsam aus den assoziativen Systemen den 
wichtigsten Teil, das sind die Ausdehnungsgrößen verschiedener Stufe, 
herauS; und kümmert sich nicht um die rechten Winkelgrößen. Man ge- 
langt zu diesem bei speziellen afünen Transformationen invarianten Teil 
der Ausdehnungslehre sofort, wenn man sich die Aufgabe stellt, unter An- 
wendung des Eleinschen Elassifizierungsprinzips eine Analysis zu bilden, 
die sich nur mit Ausdehnungsgrößen befaßt. (Vgl. S. 52.) Obwohl die 
Assoziativität dabei verloren geht, entstehen durch diese Beschränkung 
die große Einfachheit und Übersichtlichkeit, die fiir die Ausdehnungs- 
lehre charakteristisch ist, und die namentlich bei mehreren Richtungen, 
wo die assoziativen Systeme sehr kompliziert werden, ins Gewicht fällt. 
Wenn also auch gar kein Bedürfnis vorliegt, die Graßmannsche Analysis 
allgemein durch irgendeine andere, assoziative, zu ersetzen, so bleibt es 
doch immerhin eine wichtige Forderung, die Beziehungen zwischen den 
beiden Systemen vollständig klarzulegen. 1904 hat E. B. Wilson diese 
Forderung in Heidelberg sogar ausdrücklich aufgestelli') Eine vollstän- 
dige Elarlegung würde nun den Rahmen dieses Buches überschreiten, 
und bleibe demnach einer besonderen Abhandlung vorbehalten. Das 

1) 00,16. 2) 78,1. 8) 06,3. 
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Prinzip der Lösung ist aber durch obige Erörterongen gegeben, die nur 
für den Fall n ^ 3 eingehender gestaltet werden konnten. Die Behand- 
lung weicht von der anderer Autoren^) namentlich dadurch ab, daß sie 
nur das Eleinsche Prinzip der Klassifizierung voraussetzt, und infolge- 
dessen nicht sofort 

gesetzt wird, wodurch es dann im System nicht nur Vektoren, sondern 
auch skalare Ghrößen verschiedener Stufe gibt. Nur dadurch wird es 
möglich, Systeme zu schaffen, die sämtliche geometrischen Größen erster 
Ordnung; also Ausdehnungsgrößen und Winkelgrößen, z. B. für n » 3 
Vektoren, Bivektoren und Quatemionen, in Harmonie umfassen. 

Die Analysen der gebundenen geometrischen GröBen. Der 

Weg, der zur Bildung der Analysen gebundener geometrischer Größen 
einzuschlagen ist, sei hier nur ganz kurz angedeutet. Bekanntlich be> 
steht eine vollkommene Korrespondenz zwischen den freien Größen in 
einem euklidischen Baume von n Dimensionen und den gebundenen Grö- 
ßen in einem elliptischen Raum von n — 1 Dimensionen. Das Zahlen- 
system für gebundene Größen in einem elliptischen Baum von n — 1 Di- 
mensionen ist also dasselbe wie das hier für freie Größen für n Dimen- 
sionen abgeleitete. Soll das Zahlensystem für gebundene Größen in einem 
euklidischen Baume bestimmt werden, so kann es genau in derselben 
Weise abgeleitet werden, wie es für freie Großen geschehen ist, wenn ein- 
mal feststeht, welche Transformationsgruppen zur Definition und Klassifi- 
zierung der Größen herangezogen werden sollen. Es resultiert dann im 
allgemeinen ein System, das aus dem System des elliptischen Baumes 
derselben Dimensionenzahl hervorgeht, indem in der Hauptreihe, die 
Faktor des Systems ist, von den idempotenten Zahlen eine oder mehrere in 
Zahlen verwandelt werden, deren Quadrat Null ist. Zum Beispiel sind die 
Biquatemionen Gayleys, die als eine Verkürzung des assoziativen Systems 
der gebundenen Größen in drei Dimensionen aufzufassen sind, für den 
elliptischen Baum gleich: 

während sie für den euklidischen Baum Produkt sind von L^^ mit dem 
System 



(87) 

1) Clifford 76,1, 78,1, Joly 97,1, 00,1, Macaulay 07,2. 

2) Vgl. 14,1 S.X + 64. 
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Polare und axiale GTÖBen« In jedem System ungerader Rieh- 

tungszahl können alle vorkommenden Großen sowohl polar als axial 

aufgefaßt werden. Schreibt man z. B. f&r n » 3, anfangend bei den Mono- 

Vektoren: ^ , 

ej y e^ = Es, cycl., 

so ändern sich bei Übei^ng des Koordinatensystems ^i; 0,, % zu — e^^ 

— öj, — Og, die Zeichen aller Vektoren, aber nicht die der Bivektoren. 

Man sagt^ die ersten haben polaren, letztere axialen Charakter. Fängt 

man aber umgekehrt bei den polar gefaßten Bivektoren an, und schreibt 

man: ^ -^ ^ 

El ¥ E, — Oj , cycl., 

so ändern sich bei Übergang von E^, Ej, Ej zu — E^, — E,, — E3 ge- 
rade die Zeichen aUer Bivektoren, nicht aber die der Vektoren, die jetzt 
axial erscheinen.^) 

Offenbar erzeugen zwei polare oder zwei axiale Größen bei Multi- 
plikation eine axiale Große, während eine polare Größe entsteht, wenn 
die beiden Faktoren verschiedener Art sind. Diese Beziehungen lassen 
sich vollständig dadurch zur Darstellung bringen, daß wir von vorn- 
herein axiale Größen durch ein Zeichen, z. B. durch einen Strich über 
dem Buchstaben, von den polareii unterscheiden. Dadurch hat das System 
dann aber 24 Einheiten bekommen: 

e^, E<, 6,, m(^>, m(*>, m' 
e„ E^, €<, m<^>, m^^, m 
Die Gleichungen sind alle abzuleiten aus: 



i- 1,2,3. 



«1 ^ «» 



63 = — €, ¥ 61 



(88) 



*i * 61 — — m 



cycl. 



m 
m 
m 
m 



w » e, 

(») ? El 

(») » E, 



E. 



«1 

«1 
e. 



KomniTtt., 
cycL 



(mW)' * - in«*) 

(m(i))' * - m 

(mt'))* * - m<»> 

(mwf * _ ä - ModuluB, 



and daa System läßt sich symbolisch darstellen durch: 

oder bei Identifizierung von e, E und €, bzw. e, E und 6, durch: 



1) Vgl. Prandtl 04. 4. 
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Besonders in dem System in i und m^ wo der Unterschied der Mono- 
vektoren, Bivektoren nnd rechten Yersoren verschwindet; gewinnt der 
Unterschied zwischen polaren und axialen Großen an Wichtigkeit. Denn 
gerade der Physiker hat ein großes Interesse daran zu wissen^ ob eine 
Größe polaren oder axialen Charakter hat^ da dieser Charakter ihr phy- 
sikalisches Verhalten mit bestimmt. Praktisch kommt man dabei dann auch 
ohne besonderes Kennzeichen fQr die axialen Vektoren aus, es braucht 
nur, wo Verwechselung möglich wäre, eine nähere Erklärung zu der 
Formel geschrieben zu werden; in Wirklichkeit aber hat sich das System 
durch die Unterscheidung verdoppelt. In Zahlensystemen gerader Bich- 
tungszahl sind alle Größen ungerader Stufe polar, alle Größen gerader 
Stufe axial Es findet hier also keine Verdoppelung des Systems statt. 

SohliiB. Soweit es im Elahmen dieses Kapitels möglich war, ist im 
Vorgehenden gezeigt^ daß die bei Drehung invarianten Systeme räum- 
licher Analysis, soweit sie sich mit geometrischen Größen erster Ordnung, 
das sind Ausdehnungsgrößen imd rechte Winkelgrößen verschiedener 
Stufe, befassen, auf das eine ursprüngliche assoziative System (vgl. S. 17) 
zurückzuführen sind. Wenn auch einige -durch Verkürzungen, die im In- 
teresse der praktischen Rechnung gemacht werden, ihre Assoziativität 
einbüßen, so sind diese doch nur in uneigentlichem Sinne als nicht- 
assoziativ aufzufassen. Es bilden die Systeme dieser Art demnach eine 
Familie. Zusammen beherrschen sie das Gebiet der geometrischen Größen 
erster Ordnung vollständig. Wir treten jetzt an die Aufgabe heran, auch 
die Beziehungen der ursprünglichen assoziativen Systeme zu den geome- 
trischen Gbrößen zweiter und höherer Ordnung aufzudecken. 



Zweites Kapitel. 

Die Beziehungen der assoziatiyen Zahlensysteme zn den 
geometrischen Größen höherer Ordnung. 

Allgemeines. In derselben Weise^ wie wir S. 27 ff. das assoziative* 
System f&r die geometrischen (Großen bis zur ersten Ordnung ableiteten 
durch Nullsetzen der in den Produkten zweier Faktoren auftretenden« 
Größen zweiter Ordnung und Anwendung des assoziativen Gesetzes^ 
würden wir unter Anwendung desselben Gesetzes eine ähnliche Analysis 
für geometrische Größen bis zur zweiten Ordnung ableiten können, durch 
NuUsetzen der in den Produkten dreier Faktoren auftretenden Größen, 
dritter Ordnung. Wir können diese Aufgabe nun aber bedeutend ein- 
facher gestalten, wenn wir von der feineren Unterscheidung absehen^, 
und die Größen nur noch nach dem Verhalten ihrer Bestimmungszahlen 
bei Drehungen, also nach der Ordnung, unterscheiden, demnach alle 
Größen gleicher rotationaler Orientierung bis auf einen Zahlenfaktor 
identifizieren. Hätten wir diese Vereinfachung auch im vorigen Kapitel 
von vornherein gemacht, so wären wir sofort zu dem System in m und i,. 
der Vektoranalysis (mit i^l^» — 1), gelangt, und wir hätten nicht das- 
Vektoren^ Bivektoren und Quaternionen umfassende System ableiten und 
die sich daran anknüpfenden Betrachtungen aufstellen können. Wäre 
dieser kürzere Weg dort also nicht zu empfehlen gewesen, so ist er 
hier gerade angewiesen^ und zwar aus einem doppelten Grunde. Zunächst 
handelt es sich ja in diesem Buche um die Ableitung einer für den> 
Physiker praktisch brauchbaren Analysis, der Affinoranalysis, die als* 
die natürliche Erweiterung der Vektoranalysis zu betrachten ist, sich 
also ebensowenig wie letztere um die feineren unterschiede der Größen 
der speziellen affinen Gruppe gegenüber zu bekümmern braucht. Femer 
empfiehlt es sich überhaupt, bei Einführung neuer Begriffe zunächst in. 
möglichst einfacher Weise vorzugehen und die Betrachtung von allem 
nicht unumgänglich Nötigen freizuhalten. 

Bntetehang des Systems der geometriflohen GröBen bis nur 
swelten Ordnung. Wir identifizieren also in diesem Kapitel grund- 
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^ätzlichy bis auf einen Zahlenfaktor, alle Größen gleicher rotationaler 
Orientierung^ und bringen dies schon sofort dadurch zum Ausdruck, daß 
wir die drei Einheitsvektoren, die zum Ausgangspunkt der Ableitung 
dienen, wie in der Yektoranalysis mit i^, i^ und i, bezeichnen. 

Die Produkte zweier Vektoren lassen sich dann alle linear ableiten 
■aus den neun Einheitsprodukten: 



i,-iii 


1,-11, 


ii-ii» 


1,-1 i, 


i,-ii, 


k^U 


h^i. 


i,-ii, 


i,->n, 



<89) 



WO — I das Zeichen der Multiplikation ist. 

Jede Zahl, die aus diesen Produkten zusammengesetzt ist: 

zerlegen wir in ähnlicher Weise wie auf S. 27 und 28 folgendermaßen: 
A' - (o,, - «,,) ''-"'' 7 '•" "• + cycl. 
A" - K + «« + %) L=li±ii=lia+J^-'. 

Die Bestimmungszablen des Teiles A': 

transformieren sich wie die Koordinaten a^, a^, a^ eines Punktes. Wir 
dürfen also, dem Prinzipe der Klassifizierung gemäße A' als Vektor be- 
trachten. Die Zahlen 

tll*^-*»:::ii*, cycl. 

«ind demnach jedenfalls dieselben Vielfachen von i|, i, und i,. Also ist 
<90) U-H.-i.-H, _^|^ 

WO ß eine näher zu bestimmende Konstante ist. 

Die einzige Bestimmungszahl des Teiles A'' ist also ein Skalar, und 
man kann demnach schreiben: 



wo k ein Skalar, den wir als Einheit einführen, und a eine näher zu be- 
stimmende Konstante ist.^) 



1) Für die Bedeutung der 2 siehe S. 77 f. 
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(Setzen wir jetzt hier A"' gleich null; so gelangen wir zu den Glei- 
chungen: 



cycL, 



wo H das Zeichen der in dieser Weise neuentstandenen Multiplikation 
und y eine näher zu bestimmende Konstante ist. Bringen wir für diesen 
Rest der Analysis das assoziative Gesetz zur Geltung, so folgt, bei Ein- 

1 2 (X 

führung der neuen Einheiten l^'^- -g- i^ cycL, m = — ^, k: 



(92) 



f VHV 






i; 



1/ 



cycl. 



Daneben zeigt sich leicht, daß, wie auch die Eonstanten a, /} und y ge- 
wählt werden mögen, die Multiplikation H stets eine Yielfachsumme 
Ton • imd X ist. Wir sind also auf direktem Wege zu den Gleichungen (51) 
mit noch unzerlegter Multiplikation gelangt, die die Grundlage der Yek- 
toranalysis mit i^ • Ij = — 1 bilden. 

Die Größe A'" enthält keinen Skalarteil mehr (vgl. S. 28), und ihre 
Bestimmungszahlen transformieren sich wie 

^\i öPsS «sS 2a2a3, 20301, 2a^a^. 

Sie ist eine Größe zweiter Ordnung. Wir wollen jetzt diese Größen 
nicht mehr null setzen, sondern sie mit in die Analysis hineinnehmen, 
d. h. die Multiplikation — 1 so bestimmen, daß eine Analysis der Größen 
bis zur zweiten Ordnung entsteht. Zur Ableitung der Multiplikations- 
regeln betrachten wir dann das assoziative Produkt dreier Vektoren. 

Ein jedes solches Produkt läßt sich linear ableiten aus den 27 Pro- 
dukten von Einheitsvektoren 

a,fc,c- 1,2, 3 



i« i. Ic 



(Das Zeichen der Multiplikation werde hier einfachheitshalber unterdrückt.) 
Im Hinblick auf das assoziative Gesetz kann man nun sofort aussagen, 
daß die Bestimmungszahlen einer Größe ^, die als lineare Funktion der 
zehn Größen: 



Sohonten: Vektor- u. Afflnoranalysis 
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iiliii, cycL, 

i ,i.i; + 1.1,1, + 1.1.1. 

iAi. + iil,i> + cy cl. 

6 ' 

angegeben ist^ sich transformieren wie: 

a^', cycL, 3ai*a„ cycl, Sa^a,*, cycL, Ga^a^a^. 
(Tgl. S. 28). 

Da 

bei Drehungen des Bezugssystems invariant bleibt, transformieren sich 

«1*+ «102*+ <h<h^7 0^80^1*+ 0»^ a2V; öbV+ «8V+ «s*» 
wie 

«1, «2, Ob» 

und die Größe Q^ enthält demnach noch einen Vektor^ dessen mit i^, i^ 
und ig korrespondierende Einheiten: 

sind. Dem Prinzip der Klassifizierung gemäß ist also 

(93) I,I,i, + i,i,i, + i,i,i, + i,i,i, + l,!,!, + i,i,i3 + i,i,i, - di,, cycl. 

wo d eine lullier zu bestimmende Konstante ist. 

Der übrigbleibende Teil von Q„ der sich ausdrücken läßt in den 
zehn Größen: 

J (2iiiii, - ijljii - I,iii, - liljl, - i, 1,^1 - *»*i*j - ^iUk)> cj^ > 

J (- l,l,li + 2i,i,i, + 21,1^1, + 2i,i,l, - i,i,i, - i,i,i, - 1,1,1,), cycL, 

i (- ixlA - UUii - UixU - iA*. + 2I,I,ii + 21,1,1, + 21,1,1,), cycl, 

A (1,1,1,+ 1,1,1, + ...), 

enhält keinen Yektorteil mehr^ seine Bestimmungszahlen transformieren 
sich ebenfalls wie: 

aj*, cycl., Sa^^a^j cycL, Soja,*, cycL, Ga^üj^a^. 

Dieser Teil ist also als eine reine Größe dritter Ordnung zu betrachten.*) 
In einer Analysis, die sich nur mit Großen bis zur zweiten Ordnung be- 

1) O^&l- S. 26). Voigt nennt auch ß eine Größe dritter Ordnung, wir nennen 
dagegen 52 die Summe eines Vektors und einer Größe dritter Ordnung. 
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fassen soll, sind aber alle Großen dritter Ordnung gleich Null zn setzen. 
Wir erhalten demnach aus dieser Bedingung die zehn Gleichungen: 



f2i,-il,-ii,-i,-ii,-.I,-i,-ii,-ii,-l,-.i,-ii, 

ij 1 13 \ii ig I ii 1 13 — ij I ij 1 13 



(94) 







- 1,-1 i, -. ii + 2i, -1 i, -I ii + 21, -1 i, -1 1, + 2ii -I ii -1 i, 



-1,-11,-11,-1 



8 



1,-1,-11, 



ij I ij I ij i^ I i) I ii Ij I ij I Ij ij 



^2 



»8 

1, 










+ 21,-11,-11, + 21,-1 1,-11, + 21,-1 1,-1 1,- 



l,-il,-il,+ i, 

die zusammen mit: 



*8 ~i *i + cy«L =■ 



(93) I 



1,-1 1, + 1, 
i8-il» + i8 



1, + 1, -1 1, -1 1, 



1, — 1 1, 4- 1, — 1 1,— 1 1, -= *!„ cycl. 



1,-1 1, + 1,- 

+ i8- 

den Gleichungen 

(90) 1, -1 1, - 1, -1 1, - 2 /Jl„ cycL, 

und dem assoziativen Gesetz, das jetzt für den übrigbleibenden Teil der 
Analjsis gelten soll, zur vollständigen Ableitung des ganzen Systems 
genügen. 

Zunächst geht aus (93) und (94) hervor: 

l,-.l,-li,-A*l, 



(95) 



^a 



Ij-i li + l«"i li"i *2 + ii"i ij-« Iji - i*ii 



I3— I ij— I ii + 13— I ii— I i, + ii—i i,— 1 ij 



i^, 

9^^ 



cycl. 



Aus diesen Gleichungen und aus (90) folgt: 

3i,— 1 li — I i, + ig— 1 1, — I ii - ij,— I ii — 1 ig - ig—i Ii 

+ ii -I ig -1 i, - 1 öi, (nach (95)) 
3ig-ni,-iig-2^ig-ii3+2^i3-iig-|(Ji, 
ig-ii,-iig=(l*+J^*)i, (nach (90)) 



u 



cycL 



Da aber andererseits: 

ig — I ig— I ii + ig— 1 ii — I ig + i, — I ig- 
ij""! 1,-n i,"i ii + ig""! i«"~i ii"^ ij + ir 
ig-i ig-i i^-i ig + ig-i i^-i ig-i ig 



i,«|(Jii (nach (94)) 
i,-iig-.ig=.J*igi, 

(nach (95)) 
iig}=0, 






isty so ergibt sich: 
(96) 



d 12/J», 
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und demnach: 

Da nach (90): 

^i^U^ i,- 1,-1 i^-i 1,= + 2/Ji 



l 



1,-1 1,-1 13- i,-i i,-i i, = - 2/Sl,-i i, 



und nach (94): 



cycl., 
ij — I ij — 1 13 + ig — I li — I is + cycl. — 0, 



ist; folgt ferner: 



(98) 



n, — 1 i, — 1 Ij = ^(ii — 1 ii - 1,— I i, + i,— 1 i,) 
\l,-ii,->i,--/J(H-.l,-i,-ii, + l,-il, 



) 



cycl. 



Die Produkte Ton drei Vektoren lassen sich jetzt alle anf solche von zwei 
Vektoren zarackführen: 

li-ii,-ii,-0 
i,-il,-ii,-2^i,-ii, 



(99) 



i, -I i, -1 i, - /jii -1 1, + /Ji, -1 i, - /ji, -. i, 

i, — I Ij — I i, -= 



cyd. 



1, -I ii -1 i, - - /ji, -1 1, - /ji, -1 1, + /ji, -1 i 

ii-'ii-'Ji=-4/J'i, 



^»1 



i.-ii 



2^i,-il, 



Das System ist also geschlossen^ und seine sämtlichen Rechnungsregeln 
lassen sich durch Ausmaltiplizieren ableiten. Führen wir die folgenden 
Zahlen als Einheiten ein: 



(100) 






1. 



1 



I«i = *i ■"" *2 \ cycl., 

[ii,=i(i,-.i,-i,-ii,-i,-ii,)-^^-i,->ii-,i, 

so gelten offenbar die Multiplikationsregeln: 

f 4/3» I,, für 3 = r 
(101) I,,-iI„-^ '• 



P. 8, »•> s - 1» 2, 3 



Damit haben wir das System der Affinoranalysis als ursprüngliches 
System dritter Ordnung erkannt, dessen Einheiten der algebraischen Nor- 
malform die Zahlen 
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l~ßi Ip7 l', « =" 1; 2, 3, 

sind. Später, bei der praktischen Rechnung, werden wir eine Multipli- 
kation einführen, die gleich ^^t — » ist (S. 92flF.), für diese sind dann die 

Zahlen 

Ip, p,q= 1,2 3, 

Einheiten der algebraischen Normalform. Diese Zahlen seien darum gleich 
hier durch ein besonderes Zeichen angedeutet und fernerhin algebraische 
Einheiten genannt. 

Die verschiedenen OröBen der Afflnoranalysis. Zu den Ska- 
laren und Vektoren der Yektoranalysis gesellen sich in der Affinoranalysis 
Größen zweiter Ordnung. Wir schlagen für diese Größen den Namen 
Deyiator Tor, der sich dadurch empfiehlt, daß in der Lehre der Defor- 
mationen, wie sich zeigen wird, ein Deviator einer Transformation der 
Punkte des Baumes entspricht, die sämtliche rechtwinkligen Achsensysteme 
in einem Punkt bis auf eines in schiefwinklige umwandelt, ohne Drehung 
(kein Yektorteil) und ohne kubische Ausdehnung (kein Skalarteil). Für 
eine solche Transformation erscheint der Name Deviation passend (ygl. 
S. 163 und S. 225). Ein Deyiator ist durch fünf Bestimmungsstücke ge- 
geben. Größen, die sich aus einem Skalar und. einem Deyiator zusammen- 
setzen, heißen nach Voigt Tensoren. Sie entsprechen einer Deviation 
mit kubischer Ausdehnung. Die allgemeinste Größe der Analysis ent- 
spricht der affinen Transformation. F. Jung hat darum für diese Größe 
den Namen „Affinor^^ vorgeschlagen.*) 

Skalare und Vektoren werden, wie vielfach in der Vektoranalysis, 
durch Eursivbuchstaben bzw. kleine fette vertikale Buchstaben dargestellt, 
alle Größen, die einen Deviator enthalten, aber durch große fette verti- 
kale Buchstaben. Da der Ausdruck „einfache Größe^' aus dem ersten 
Kapitel, hier, wo wir keine Stufen mehr unterscheiden, seine Bedeutung 
verliert, wollen wir von nun an unter einfache Größe eine Größe ver- 
stehen, die von einer bestimmten Ordnung ist, sich also nicht aus Größen 
verschiedener Ordnung zusammensetzt. 

Die geometrische Normalform zweiter Ordunng. Als Ein- 
heiten der Analysis die Einheiten I^^ der algebraischen Normalform zu 
nehmen, empfiehlt sich nicht, ebensowenig wie bei dem System erster 
Ordnung (S. 18). Wir wollen als Einheiten zunächst k, 1^, i, und i, bei- 
behalten. Für diese Einheiten gilt: 

1) 08 5. 



70 



n. Kap. Die Beziehungen der asBoiiatiTen ZahlenBysteme usw. 



/ ii-ii, 



(102) 



ßU + 



i,-il,--/Ji,+ 



ij— lii- 2ak + 



«. 


-•1. 


+ i.-ii. 


i. 


-•i. 


a 



2ii"iii-i,^i,~is"ii, 






cycl. 



Als Einheiten der Größen zweiter Ordnung fQhren wir femer ein: 
(103) L. — ?iC2kzii^=!kzi-LS eycl., 

Einheitsdeviatoren erster Art und 
(104) 



I^ « _ VI!k±kZ!k, cycL, 



iß 
EinheitsdeTiatoren zweiter Art. Offenbar ist 

(105) Ii + I, + I,-0. 

Deriatoren lassen sich also auf seclu Einheiten, zwischen denen eine 
lineare Beziehung besteht, zortlckführen. Die algebraischen Einheiten Ij^ 
setzen sich folgendermaßen aus den Einheiten k, 1, L und I zusammen: 

|I„--/J 1,-/11, 

(106) I,,- /J1,-/JI, eycl. 

llj^= — ak — «Lj, 

Wird eine Größe zweiter Ordnung in den Einheiten — In, — Ijg, 
— 133; Ijy Ig und I3 ausgedrückt, so transformieren sich ihre Bestimmungs- 
zahlen wie 

^^ fl»'; «sS 0*0^8 /2, a,ai 1/2, a^a^y2, 

alsO; wie aus der Invarianz von 

(V+V + ös*)' 

folgty orthogonal (S. 22). Wir nennen daher — In, — I»; — Ijs; Ii> I«> Ij 

einen Satz orthogonaler Einheiten. 

Es gilt jetzt noch^ die Eonstanten a und ß zu bestimmen. Ersetzen 
wir die Einheiten k, 1, L und I durch k'^ i'^ Ty L' nach den Formeln: 

k'-ak 

r«H 

r « fcl; 
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SO sind die Konstanten a und ß' der neuen Form des Systems gegeben 
durch: 



b *^ ^ a 






Yon gegebenen Werten von a und ß ausgehend^ können wir also durch 
andere Wahl der Einheiten zu beliebigen anderen Werten gelangen. Die 
Wahl Ton a und ß ist demnach frei, denn ihre Änderung bedeutet nur eine 
Änderung der Einheiten, nicht des Systems selbst. Es liegt nun der Ver- 
such nahe, diese Wahl so zu treffen, daß der Teil der Multiplikations- 
regeln, der sich nur mit Größen erster Ordnung be&ßt, also 



k— oi^« — -^i 

* 3 a 



cycl. 



mit der Yektoranalysis (mit i^ • i^ — + oder — m) übereinstimmt Dazu 
ist aber erforderlich, daß: 

und zugleich: 

ist, was eine Unmöglichkeit ist. In dieser Weise, als direktes Unter- 
system einer Teilmultiplikation, ist die Yektoranalysis also nicht in der 
Affinoranalysis enthalten. Wählen wir aber: 



a = 


2 /?* 

3 a 


a* 
ß'" 


2 
"■ 3' 



also: 
(107) 

SO ist die Multiplikation ungleicher Einheitsvektoren, soweit es dabei auf 
Größen erster Ordnung ankommt, bis auf einen Faktor ß mit der vek- 
torischen Multiplikation x wirkungsgleich; ebenso ist die Multiplikation 
zweier gleicher Einheitsyektoren oder eines Skalars und eines Yektors 
unter derselben Beschränkung bis auf einen Faktor 2 a wirkungsgleich 
mit der skalaren Multiplikation • (für ii • ii =■ — m). Würden wir das 
System in Beziehung zur skalaren Multiplikation der herkömmlichen 
Yektoranalysis setzen wollen, in der 

li ii=-Mii, 

ist, so müßte eine der Konstanten einen imaginären Wert erhalten. Wir 
wollen also jedenfalls cc und ß der Bedingung (107) gemäß wählen; und 
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die Wahl femer so treffen, daß die Multiplikationsregeln sich so einfach 
wie möglich gestalten. Schreibt man diese Multiplikationsregeln für die 
Einheiten k^ i; I und L an^ so geht unmittelbar hervor; daß dazu 



(108) 



a 






ß 



1 

1/3 

1 
1/2 



gewählt werden muß. 

Behalten wir für -7= und -r= einfachheitshalber die Buchstaben a und 
ß bei; so lauten die Multiplikationsregeln des Systems: 



(109) . 



K-^h^ + ßh-ßh 

U-^l^-^+ßls+ßh 

i — I ij —» 2ak + «Lj + «L, 
i^ili^al^ — ali, 

— iLj« — aijq: 3ali 



1,-1 L,= 
I,-.L,- 



k — li, = 
L, — iLi— — 4ak — 2aLj k— ilj — 
Lj — I L, = + 2ak — 2aLj k — iL, = 
I — iLj= + 2ak-2al, k— ik = 



I, -I i, - - /JI, + /Ji, 
I,-ii,- + /Sl, + ^i, 
I,-iI,= + /Ji,-/Jl, 
I,-iI,= -^i,-^I, 

Ii = — 2ak -— aL — «Lj 

2^1^ I Umgek. 

■ali±3aiij untere 
- alj q: Sai^ ) Zeichen. 
-2ai 
~2al, 



-2aLi 
— 2ak 



Kommutativ. 






Wir haben damit dem System eine Form gegeben, die sieh zu den 
gerichteten Größen zweiter Ordnung in derselben Weise verhält, wie 
die durch (92) angegebene Form der Vektoranalysis zu den gerichteten 
Größen erster Ordnung. Wir können diese Form also als die geometrische 
Normalform zweiter Ordmmg des Systems ansprechen (vgl. S. 18), 
Die Eonstanten a und ß nennen wir die Ordnungskonstanten, a der nullten, 
ß der ersten Ordnung. Die Eonstante der zweiten Ordnung ist in der 
Affinoranalysis gleich 1. 

Die algebraische Zerlegung der totalen Multiplikation. Die 

Multiplikation kann, ebenso wie die totale Multiplikation der Vektor- 
analysis, zerlegt werden. In Anlehnung an die dort verwandte algebra- 



Algebraische Zerlegung der totalen Multiplikation 
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ische Zerlegung (S. 34) können wir zunächst den antikommutativen Teil 
absondern und durch das Zeichen x angeben: 



(110) 



A X B 



Femer sondern wir den Teil der Multiplikation ab, der in den Pro- 
dukten der Einheiten einen Skalar als Faktor oder Produkt aufweist, und 
geben ihn durch 2 t an. Die Produkte von Vektoren und Skalaren in 
diesen Multiplikationen lauten dann: 



(111) 



ii T k — — ai| 

iixis— ßU 
i3xi,--^I, 



k-rk — — «k 
kxk-0 



ii X ii =- ^ 

kxii-0 

ii X k — ] cycl., 

iiTi,= 

L T ij = 

Identifizieren wir ähnlich wie im ersten Kapitel k mit — 1 (ygl. S. 41), 
so haben t und x hier also dieselbe Wirkung als a • und ß x, was wir 
durch folgende Gleichungen zum Ausdruck bringen: 

X ■- p X . 

Sowohl 7 als X sind inyariant bei Drehungen des Bezugssystems. 
Der noch übrigbleibende Teil von — i ist also ebenfalls invariant. Geben 
wir diesen Teil durch — X ^) an, so lautet die Zerlegung von — i: 

«27 -{- X .— X 

-2a. + ^x - X. 

Die Multiplikation X wollen wir als die deviatorische bezeichnen. 
Die Teilmultiplikationen •, x und X nennen wir die Grund multipli- 
kationen im Gegensatz zur totalen Multiplikation — i^. DieMulti- 
pUkation 1—, definiert durch 

(114) Ar-B-B-iA, 

heiße die umgekehrt totale. Offenbar setzt sie sich folgendermaßen 
aus den Grundmultiplikationen zusammen: 

(115) r-==2a.-/Jx- X. 

1) Die Erklärung für die Wahl dieses — Zeichens erfolgt S. 7y, die mnemotech- 
nische Bedeutung der Zeichen »j, x und X ergibt sich S. 164 n. f. 

2) Da es in den hier behandelten Systemen der geometrischen Größen zn jeder 
Ordnung eine Grandmultiplikation gibt, ist die yielumstrittene Frage nach der 
Benennung dieser Mxdtiplikationen nur in dem Sinne zu beantworten, dafi der 
Name jeder Mxdtiplikation yon dem Namen der zugehörigen Größenart abge- 
leitet wird. 



(113) 
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n. Kap. Die Beziehnngen der assoziativen Zahlensysteme usw. 



Nach AusfÜhrnng dieser Zerlegung lauten die Moltiplikationsregeln 
des Systems: 



(116) 



X -X 

1, -I I, - - /JI, + /Si, 
i« -" Ii - + ßh + ßh 

2 T V 



X -X 

I, -1 i, - - ^I, + /JI, 

I, -1 1, = + /ji, - ^i, 

I.-iI, = -|8i,-/JI, 

2 T V 



ij — ili- 2ak + «Lj + aL, | Ii"- ili= — 2ak~aL,--aI, 

X 



1, 



-X X 

L| — — aij + 3alj 
Lj — — «1, — 3«Ij 

2t -X 
Li — I Lj — — 4ak — 2aJji 

Li — il, = + 2ak - 2aL, 

Li— iLj— + 2ak - 2aLj 



Ij — 1 L, — + 2ali 

Ii — iL,— — alj + 3aii 

Ii — I L3 = — «Ij — Salj 

2t 
k-1 ii 2al, 

k-ili--2ali 
k-iLi- — 2aL, 
k— 1 k 2ak 



cycl. 



') 



Die Multiplikationen r und X sind kommutatiT. 

Die Vektoranalysis erscheint jetzt als ein Teil der Affinoranalysis, 
zwar nicht in dem Sinne^ daß ihre totale Multiplikation y eine Teilmulti- 
plikation der Affinoranalysis wäre, aber doch insofern jede ihrer Teilmulti- 
plikationen auch in der Affinoranalysis auftritt, ihre Bedeutung für die 
Multiplikation von Vektoren und Skalaren beibehält und eine erweiterte 
Bedeutung auch für die Multiplikation dieser Größen mit Deviatoren und 
von Deviatoren unter sich erhält. Der Teil von 



ist in Gegensatz zu: 

nicht assoziativ. 

Folgende Tabelle gibt eine Übersicht der Resultate der Multiplika- 



1) In einer Analysis, die auch Größen höherer als zweiter Ordnang berück- 
sichtigt, enthält das Produkt eines Vektors und eines Deviators auch noch eine 
Größe dritter Ordnung (vgl. S. 89). 



Definitionen und DarstellnngsweiseD 
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tionen •, f^ und X bei Anwendung auf Skalare, Vektoren und Devia- 
toren: 



/> 


• 

8 V D 


y 


8 V B 


y 


X 
8 V B 


s 


8 V D 


8 





8 





V 


7 8 


V 


F D 


V 


Q B V 


D 


DOS 


D 


D F 


D 


r B 



Definitionen und DarBteUnngsweisen. Ein A£Snor besteht aus 
einem Skalarteil, einem Vektorteil und einem Deviatorteil: 



i Vektor 

1 Skalar . 

L und I Deviator j 



I Quatemion 



Tensor 



AfGnor. 



Als Absolutwert oder Betrag eines Vektors definieren wir die Wurzel 
aus seiner negatiyen, und als Absolutwert eines Deviators die Wurzel aus 
seiner positiven zweiten Potenz. Wir verwenden für den Betrag das Funk- 
tionszeichen M oder den unteren Index 



m' 



(117) 



Ma — a„ = Y—A • a = ]/— a* 



WO A ein Deviator ist 

Einen Affinor wollen wir in folgender Weise in den Einheiten aus- 
drücken: 



(118) 

wo: 

(119) 
und: 



A = a J., -f jS^^iii + cycl. + aÄ^^L^ + cycl. + ßA^^ Ij + cyel. 



(Ä 



(120) 



11 



-a-28 — — 



^-^88 '^ ■" 



3 "^dl 
2 



cycl. 



ist. 

Die Funktionszeichen S, V, D und T und die unteren Indizes ,, ^, 
j und ^ verwenden wir, um von einem Affinor den Skalar, Vektor, De- 
viator oder Tensor zu bilden, die wie folgt definiert werden mögen: 
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(121) 

Es ist also: 

(122) 



VA- A^ = ^,iii + cycl. 

DA « A^= a^^ili + ßÄ^J^ + cycl. 

TA = A, = aÄ, + A^. 



f A-aSi 



A-aSA + /3VA + DA 
+ ßK + ^d- 



Znr Bildung des Konjugierten eines Affinors Terwenden wir das 
Funktionszeichen K und den unteren Index ^: 

(123) KA = A, - aÄ, - ^A, + A,. 

Es ist also: 

KKA = (AJ,-A. 

Offenbar gilt für die Multiplikation von Vektoren: 



(124) {; 



b-K(a-ib) 
b-K(ar-b). 



Der obere und untere Affiner eines gegebenen Affinem 

und die zweite totale Multiplikation. Die 9 algebraischen Ein- 

heiten des Systems 

I,* i,*= 1,2,3, 

entstehen^ wie aus (100) ersichtlich; nicht durch die Multiplikation — i der 
Einheitsvektoren i. Wir gelangen aber in folgender Weise zu einer an- 
deren Multiplikation, die wohl zu diesen Einheiten führt. 

Voigt hat schon 1904^) bemerkt^ daß^ wo die Bestimmungszahlen 
eines Tensors A: 

-^11; -^l> -^88» -^23 '^" -^88; -^81 "1" -^18; -^18 "I" -^1 

sich kogredient transformieren zu: 

<hf ^%y ^9 ättj«,, 203«!, 2a^a^^ 
auch 

^22 + -^887 -^88 + -^lU -^11 + -^82? 
— (^28 + -^88)> ~" (-^81 + -^13) > ~ (-^18 + -^1) 

sich in derselben Weise transformieren, also ebenfalls einen Tensor be- 
stimmen. 

Diesen zweiten Tensor wollen wir den Über geordneten oder beren 
des ersten nennen, und diesen Begriff in der Weise auf Affinoren aus- 
dehnen, daß wir als oberen Affiner des Affinors: 

A-a^, + ^A, + A^ 

1) 04.6. 
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den Affinor: 

2aÄ^ ~ /JA, - Arf = 3a^, - A 

und alfl unteren den Affinor: 

ansprechen werden. Die Überordnung bzw. UnierordnuDg ist eine ein- 
deutig umkehrbare Funktion^ die für die Affinoranalysis besonders wich- 
tig ist, und demnach durch ein besonderes Funktionszeichen dargestellt 
werden mag. Burali Forti und Marcolongo haben die Wichtigkeit dieser 
Funktion bei Dyaden (vgl. S. 125) erkannt und für sie das Funktions- 
zeichen C gewählt.^) Dieses Zeichen sei hier für Affineren übernommen, 
und die umgekehrte Funktion durch angedeutet. Als untere Indizes 
wählen wir e und t,.*) Es ist dann: 



(125) 



Ffir Kombinationen von K, C und gilt o£Penbar: 

CKA-KCA 
(^^^) OKA-KOA. 

In derselben Weise, wie es möglich ist, zu einem gegebenen Affinor 
den über- bzw. untergeordneten Affinor zu bilden, können wir auch zu 
jeder aus -, x und X zusammengesetzten Multiplikation eine über- bzw. 
untergeordnete Multiplikation bilden, indem wir einen Skalar-, einen 
Vektor-, und einen Deviatorteil der Multiplikation unterscheiden. Da •, x 
und X einzeln invariant sind, ist die Neubildung auch jedenfalls iuTariant. 
Bilden wir die untergeordnete Multiplikation zu 

-I == 2t +x - X, 
dann entsteht: 

T -X + X. 



[Ac- 


CA.~2aA,- 


■ßK- 


-K 


= 3a Ag 


-A 


lA,- 


OA-V,« 


xA,— 


■ßK 


-K 


-|a4. 


-A 


COA 


-OC^ 


= A. 











1) 09.12, S. 60, sie nennen die Funktion „cyclique". 

2) Als Zeichen der konjugierten Funktion bei Quatemionen w&hlte Hamilton 
E (58.1, 8. 86). Gibbs yerwendete später für Dyaden den untereren Index e (84.2, 06.1, 
S. 69). Borali Forti und Marcolongo kehrten wieder zu dem Zeichen E zurück 
(09.12, 8. 17). Dieses Zeichen ist auch hier beibehalten. Dazu ist der untere Index 
j^ eingeführt, da wir grundsätzlich jedem Funktionszeichen einen solchen Index zu- 
ordnen. Der Buchstabe C, der sich in Druck und Schrift in derselben Weise und 
ohne Schwierigkeit umkehren läfit, wird dadurch frei für die Funktion der Ober- 
ordnung. 
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II. Kap. Die Beziehungen der assoziaÜTen Zahlensysteme usw. 



Führen wir für diese Multiplikation das Zeichen — i ein^ das durch Um- 
klappen nach unten aus — i entsteht: 

(127) ^«T -X +X, 

so haben wir in der umgekehrten Multiplikation, die die Einfachsumme 
der Multiplikationen - ^ x und X ist: 

(128) ~i - T + X + X , 

eine Yerknüpfungsweise erhalten, die Ton den EinheitsTektoren i sofort zu 
den negativ genommenen algebraischen Einheiten ly^^ führt. Denn es ist: 

(129) ii,L_i,--J„ 



I,i_i,--J 



11* 



Die Multiplikationsregeln Yon i gehen aus folgender Tabelle hervor: 



(130) 



X X 

I,i_i,- + /Ji, + /3I, 

i«'-ii--/Jl, + /Sl. 
ii._I,--/Jl,-/Jl, 

l,._I,- + /JI,-/Ji, 

X 

X X 

liL_L,- — 2ali 

ii I — L| = + aii + 3 alj 

iii_I,- + «i,-3«Ii 

X 



X 



X X 

-ßU + ß^ 

X 
— ak — «Lj 



I 



L. 



X X 

-2«I, 

+ all + 3 all 

+ all — Sali 



cycl. 



k 
k 
k 
k 



— aij 

— all 



i, 



Li i_ Lj - — 2ak + 2aLi 
L|i— I, — + ak + 2aL5 
Lj I — L, — + ak + 2aL2 

Diese Tabelle gestattet eine noch bessere Übersicht über die Pro- 
dukte der Affinoranalysis als (116). 

Im Gegensatz zur totalen Multiplikation — i wollen wir i die zweite 

totale nennen. Es mag hervorgehoben werden^ daß diese Multiplikation 

nicht assoziativ ist. Die totalen Multiplikationen — i und i sind für 

die Analysis gleich wichtig. 



Die zweite totale Multiplikation 
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Führt die Multiplikation - 
finor C: 

a — I b = 2aa b + zJaxb — aXb 
(131) I bzw.: 

a 1— b « 2aa b — /Saxb — aXb«C, 



(i — ) zweier Vektoren zu einem Af- 



80 f&hrt — I (i — \ die untere Multiplikation von — i (i — ), auch zu dem 
unteren Affinor von C, denn es ist 

a— il>==aab — /3ax b + a X b^OG 



(132) 



bzw.: 



aL.b»aab + /3ax b + a Xb-OC 



Es ist zu beachten, daß diese Eigenschaft nur gilt; wenn die Faktoren 
beide Vektoren sind. 



Die abgeleiteten Miiltiplikationen. Wir haben bis jetzt 4 totale 
Multiplikationen — i, i — , i — und — i, 3 Grundmultiplikationen •, ä und X, 
und außer M bzw. ^, 7 Funktionen S bzw. „ V bzw. ^, D bzw. ^, T bzw. ^, K 
bzw. ^y G bzw. ^ und bzw. 9 kennen gelernt. Durch Kombination der 
totalen Multiplikationen und der 7 Funktionen erhalten wir dazu noch in 
ähnlicher Weise wie auf S. 35 abgeleitete Multiplikationen. Wir wählen 
för diese folgende Bezeichnungen: 



(A 

(A 
(133) (A 

(A 
(A 
(A 



B).-S(A-iB)-Ar^B») 
B), = V(A-iB)-A-inB 
B),-D(A-iB)-A-5nB 
BX - T(A -I B) = A -I- B 
B)i = K(A-iB)-A-SB 
BX - C(A -1 B) =. A -S B 
B),-0(A-iB)-A-SB 



(A i_ B). - S(A i_ B) =- A uLi B 
(A L_ B),- V(A i_ B) - A L&. B 
(A i_ BX-D(A i_ B) - A JL B 
(A L_ B), - T(A L_ B) - A -.- B 
(A i_ B)t-K(A i_ B) = A i_ B 
(Al_BX=C(Al_B)-a4b 
(A i_ B), = 0(A i_ B) - A 4. B. 



Für die Multiplikation Ton Vektoren, and nur für diese, gilt, wie 

wir sahen: 

Sai— b => a- b 

Vai_ b = a X b 

(134) Da i_ b - a X b 

Eai_ b — a— ib 

Cai_ b — ar— b, 

sodaß hier die Zeichen ul., in-, JL, t_ and i-^ nicht nötig sind, und 



1) Da die Moltiplikationen ~n und i_i_ offenbar kommutativ sind, ist dies 
in Uuem Zeichen durch Byrnmetrische Ergftnzang zam Ansdnick zu bringen. 
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durdi •, X , X , I und i — ersetzt werden können. Für die Multiplikation 

andere^ Größen sind sie aber nicht zn ersetzen. Auch können sie nicht 
wie die totalen Multiplikationen als Yielfachsumme der Grundmultiplika- 
tionen •, X und X angegeben werden.^) 

Grundmultiplikationen^ totale Multiplikationen und abgeleitete Mul- 
tiplikationen beherrschen zusammen das ganze Gebiet der Affinoranalysis 
(vgl. S. 36). 

Die Deutung der Zahlen als gerichtete Größen und Ihrer 
Kombinationen mit Multiplikationen als Operatoren. Wie in 

der Vektoranalysis werden wir einer doppelten Deutung begegnen^ der 
Deutung der Zahlen als gerichtete Größen und der Deutung der Kom- 
binationen einer Zahl mit einer Multiplikation als Operatoren. 

Zur Deutung als Größen bemerken wir^ daß die Bestimmungszahlen 
eines Tensors: 

-^ii; -^at> -^8a> ^ ^ü) ^ -^n ^ -^i 
sich transformieren wie: 

V; V» Oj*, 2a^a^, 2a^ai, 2a^a^, 

Nun ist es eine bekannte Tatsache^ daß sich die sechs Koeffizienten der 
Gleichung einer Fläche zweiten Grades: 

a^iX* + a„y*+ «33^*+ 2a^^y0+ 2a^^zx + 2a^^xy = ± \ 



1) Suchen wir z. B. die Multiplikation -^ zu zerlegen, so gelingt dies 
nur, indem wir eine andere skalare Grundmultiplikation ö einführen durch die 
Kegeln : 

kok s= — ak küi = + 2aii 

i^©i^ = ak k©Li = + 2aL, 

L^ÖL^ = — 2ak köli \- 2ali 

I^ÖI|S= — ak 



statt: 



Es ist dann: 



k T k = — ak k ■ ii = — aij 

ij T ij -B ock k"Lj = — aLj 

Lj - Lj = — 2ak. k T Ii — — al^ 

I, Tl^ ak 



Überall, wo nicht Skalare mit anderen Größen multipliziert werden, ist 1 also 
wirkungsgleich mit i — Die Multiplikation e, verbunden mit der skalaren Ein- 
heit fuhrt einen Affinor in das Zweifache seines unteren Af'finors über: 



10A = 2A^ 



I^Butdng der' Zahlen iihd Operatoren . gj, 

bei Drehang des Biezugdsystems in derselben Weise traiusfbrtnieiren.; Bil- 
det man also die Fläche zweiten Grades: 

(135) ^a^* \- AtV^ + ^8«^* + 2^„y^ + 2A^^zx + 2A^^xy - ± 1, 

so ist das Resultat unabhängig vom Bezugssystem. Die Fläche kann 
stets durch geeignete Wahl des + oder — Zeichens reell gemacht werden. 
Trifft man dabei noch die Verabredung, bei der Wahl zwischen einem 
einschaligen und einem zweischaligen Hyperboloid stets das einschalige zu 
wählen, so ist dadurch jedem reellen Tensor eine reelle Mittelpunktsfläche 
zweiten Orades eindeutig umkehrbar zugeordnet Die Fläche gibt, die 
Orientierung des Tensors an und heißt seine Bichtungsfläche. Einem 
Deviator entspricht eine Richtungsfläche, in deren Gleichung die Summe 
der Koeffizienten Yon Qt?^ y^ und z^ Null ist^ die also jedenfalls ein ein- 
schaliges Hyperboloid ist. 

Da sich die Gleichung jeder Mittelpunktsfläche zweiten Gntdes in 
die Form 

bringen läßt, kann jeder Deviator die Form 

« 

und demnach jeder Tensor die Form 

annehmen, indem man das Bezugssystem in die Richtung der Hauptachsen 
der Richtungsfläche legt. Jeder Deviator ist also, da 

(105) L, + I, + Lj-0 

ist, auf die Yielfachsumme zweier Einheitsdeviatoren erster Art zurück- 
zufahren. 

Aus dieser Eigenschaft läßt sich eine einfache Schreibweise für den 
allgemeinen Deviator ableiten. Setzt man nämlich für einen Deviator A: 

A — a-4^1i + a^^Lj + a-4^ 1, — b X c, 

so gestattet diese Gleichung die bis auf einen Zahleüfaktor eindeutige 
reelle Lösung nach b und C. Denn nehmen wir z. B. an, daß:* 

■ « 

SO ergibt sich: 

6,c,— ^^ + p 63^ + ^^8 = 

Schonten: Vektor- n. AffinoranalyBU ^ 
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wo p eine beliebige gewöhnliche Zahl ist Daher folgt: 

Es muß al«o entweder y- oder -A- oder -A- gleich Noll eeiit. lat: 



alio: 






80 ist |) — — Ä„ and 

WO g eine beliebige Konstante ist Jede andere Annahme, s. B. &^ « e^ * 0, 
würde aber bei ^^ ^ ^^ ^ ^^ zn komplexen Werten Yon b und e ffihren. 
Jeder reelle Deriator läßt sich also in einer, nnd bis anf einen Zahlen- 
faktor nnr in einer Weise, als deyiatorisches IVodukt zweier reeller Vek- 
toren ausdrucken: 

(136) A-bXc.*) 

Die beiden Vektoren b nnd e haben wichtige geometrische Eigen- 
schaften. *) Bekanntlich gibt es zu jeder Flache zweiten Grades zwei Scharen 
Yon parallelen Ebenen, deren Schnitte mit der Flache Kreise sind. Unter- 
scheiden sich die Gleichungen Yon zwei Flächen nur durch ein Vielfiftches 
Yon o;* -h y' + ^ im linken Glied, gehören sie demnach zu Tensoren mit 
demselben Deyiatorteil, so besitzen sie dieselben Scharen. Die Vektoren 
b und e stehen nun auf diesen Scharen senkrecht 

Der allgemeine Deviator ist also deviatorisches Produkt zweier Vek- 



1) Wikon hftt (Ol. 2 8. 979) bei der Besprechung der djadiachen Produkte 
zweier Vektoren die Bemerkung gemacht: 

„The most genend product conceiTable ought to have the proper^ that 
when the product is known the two factora are alio known. Certainlj no 
produet oould be more generaL*^ 
Das dyadische Produkt (S. 26) hat nun diese Eigenschaft bis auf einen Zahlenfaktor. 
Es seigt sich aber hier, dafl das Produkt in der Ghmndmultiplikation X dieselbe 
Eigenschaft hat^ und es ist leicht einzusehen, dafl dasselbe auch gilt fSz das Pro- 
dukt in X. Das allgemeinste Produkt zweier Vekloren ist aber jedenfalls Summe 
eines Skalars, eines Vektors und eines Deviators (vgl S. 64), so dafl sich die er- 
wfthnte Eigenschaft nicht als Kriterium der Allgemeinheit eines Produktes aufrecht 
erhalten l&flt 

2) Wilson Ol. 2 S. SS8. 



Die bestimmenden Vektoren eines Denators 
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toten, und ist durch die Biohtimg dieser Vektoren und seineii Absolutwert 
YoUständig bestimmt Die beiden Vektoren nennen wir die bestimmenden 
Vektoren und die seu ihnen senkrechte Gerade die Achse des Deyiators. 
Liegen die bestimmenden Vektoren nicht in einer (Geraden, so geben wir 
einen Deyiator an durch eine Gerade in Richtung der Achse, deren Länge 

gleich dem mit -^ multiplizierten Produkte der Absolutwerte der bestim- 
menden Vektoren ist, und an deren Ende zwei Pfeile in Richtung der be- 
stimmenden Vektoren angebracht sind. 
Stehen die bestimmenden Vektoren senk- 
recht aufeinander, so ist die Länge der 
Linie gleich dem Absolutwerte des De- 
yiators (Fig. 6). 

Liegen sie aber in einer Geraden, so 
wird der Deyiator angegeben durch zwei 
Pfeile in Richtung dieser Geraden, deren 

Länge jede gleich dem mit 



yr 



multi- 




G«om«triMh« DuiteUwig «Ibm 
D«Ti»lora, dMMn bMtimm«Bde 
y«ktot«& nieht in danüh^a O«- 



plizierten obenerwähnten Produkte, also 

gleich dem mit -|= multipUzierten Ab- 

solutwerte des Deyiators ist. Diese Pfeile haben entweder entgegenge- 
setzte Richtung, oder fallen zu einem Doppelpfeil zusammen (Fig. 6). 

Als Beispiel sind in Fig. 7 die Einheitsdeyiatoren L und I ange- 
geben. 
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^ 1 *!. 



Fig. S. 
G«om«tilMh« DantalliiBg «Ihm 
I)«Ti*ton, dMMA bastlmmaiid« 
Yaktoimi in deiMlban Oeindsn 

Ueg«n. 
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Vi«. 7. 
G«om«tiiieli« DanttUnng 
d«r Bin]i«ltid«Ti«lona L^, 

litt I«if In 's ^*^^ ^* 



Liegen die beiden bestimmenden Vektoren in einer Geraden, so ist der 
Deyiator ein Ein&cher erster Art, wie z. B. L^, stehen sie dagegen senk- 
recht aufeinander, so ist er ein Einfacher zweiter Art wie z. B. I|. Ein- 
fache Deyiatoi«n erster Art lassen sich nicht wie Vektoren zusammenstellen. 
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da aber ein jeder derartiger Deviator in der 1 — 2 Ebene sich ausdrQcken 
laSt in ij, L, und I„ z. B. (Fig. 8): 



(137) ' 



9 a 



(ii COS y + i, sin y) X (Ij cos 9? + i, sin y) 



•^ Lj cosf y + Lj sin* 9 + v Ij sin 2y, 




^ 



Pig. 8. 

Oeometrliohe Dantellang 

dttB De viaton L^. 




Fig. ». 
Geometilioli« Dantellang dei 

DOTlfttOIB Ijg^. 



besteht zwischen je 4 in einer Ebene liegenden einfachen Deviatoren erster 
Art eine lineare Beziehung. 

Einfiache Peviatoren zweiter Art sind in einfacher Weise auf die 
erster Art zurückzuführen. Nennt man den Deviator^ der aus I3 durch 
Drehung um i, um einen Winkel q> in der 1 — > 2-Richtung hervorgeht, 
vorübergehend I, (Fig. 9), so ist offenbar: 



(138) 



I«y — -^(iicosy + Ijsin^?) X (— ij sin y + ij cos 9?) 
'=» I,cos29 + "- "7 ^ sin2y. 



Wird tp — 45®, so ist also: 



(139) 



Isai-a^CI-i-I^)- 



Führen wir für die in Fig. 10 angegebeneu am den Winkel q> in der 
2-Richtang gedrehten einfachen Deviatoren zweiter Art I, und L, 

vorübergehend die Zeichen I,^ bzw. I,^ ein 

(Fig. 10), 80 ist: 




(140) 



Fig. 10. 

Oeometrisehe Dantellnng der 

Derlatoren Ij^^p and I^^- 



^iv ^ 7 ("" *i ^^° 9 + ^f cos y) X 

X Ij ==" Ii cos q> — I| sin qp 

^%ip ^ y (^1 cosy + Ijsiny) X 

X ij «= Ii sin 9 + Jj cos q> . 
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Ans diesen Gleichangen folgt die wichtige Regel ^ daß zwei einfache De- 
viatoren zweiter Art^ bei denen die Bichtung von einem der bestimmenden 
Vektoren übereinstimmt sich, wie Vektoren zusammenstellen lassen. Die 
Richtungssinne der zusammenstellenden Vektoren sind dabei so zu wählen^ 
daß sie gleich werden^ wenn die beiden einfachen Deviatoren durch Dre- 
hung zum Zusammenfallen gebracht 
werden. DieGhrößederVektorenistdem 
Absolutwert der Deviatoren gleich zu 
nehmen. In Fig. 11 ist die Zusammen- 
stellung zweier einfacher Deviatoren 
A und B zu einem einfachen Devia- 
tor C zur Darstellung gebracht. 

Die Deutung der Kombinationen 
einer Zahl mit einer Multiplikation „ , „ ^*?* *'• ^ ^ ^_, 

«^xuvx ^»uA **»*« wxxv^x .Lu.i«xvx^xxj^w»vu Zusammenstellung sweier einfacher Deviatoren 

wird am besten in der Dyadenrech- «weiter Art 

nung behandelt, deren Erwähnung erst im yierten Kapitel stattfindet, 
nur ein kleiner Teil derselben, der unmittelbar mit der Deutung der yek- 
toranalytischen Operatoren in Beziehung steht, mag hier vorangeschickt 
werden. Halten wir fest an der 8. 38 gegebenen Definition eines ein- 
fachen Operators, so ergibt sich aus (130), daß, wie in der VektoranalysiS; 
ein einfacher Operator nur aus Teilen bestehen kann, von denen jeder 
mit der zu ihm gehörigen Multiplikation verbunden ist^ also aus Skalaren 
mit •, Vektoren mit x und Deviatoren mit X. Wir können die S. 42 aus- 
gesprochene Regel also erweitem: 

Regel: In dem assoziativen System der geometrischen Größen bis 
zur zweiten Ordnung sind in einem einfachen Operator die Teile ver- 
schiedener Ordnung jeder nur mit der zu ihm gehörigen Grundmul- 
tiplikation verbunden. 

Man erhält einen solchen Operator offenbar wie in der Vektoranalysis 
durch Anwendung einer abgeleiteten Multiplikation, z. B.: 

(141) ALÄ-b--i-(|^,.b + |A. X b + A^Xb). 

Die Deutung der einfachen Operatoren I^ x, cycl. und -^-Ij X, cycl. 

laßt sich aus Fig. 12 entnehmen. Der einfache Operator y I^ X dreht, 

wie aus (130) ersichtlich, den Vektor 1, um 90® in der 3 — ► 2-Rich- 
tung nach — i, und i, in der umgekehrten Richtung nach — i^« In der- 
selben Weise wie wir also einem Vektor einen Drehpfeil zuordnen, der 
seine Wirkung auf Vektoren in der zu ihm senkrechten Ebene angibt, 
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.-•^ 







i. 



^j. 



ordnen wir einem einfachen Operator dieser Art ein System Ton Doppel- 
pfeilen zUy das seine Wirkung anf Vektoren senkrecht auf seine Achse 
yeranschaulioht. Diese Pfeile zeigen, wie ersichtlich, stets in diejenige 

Richtung, die ein Auseinanderbiegen 
der bestimmenden Vektoren angibt. 
Der Vektor if — 1« bleibt bei der 

Wirkung Yon -j\ X ungeandert^und 

ig + 1} wird in seiner Richtung um- 
_ gekehrt 

Nun geben aber die Drehpfeile 
der Vektoren sowie die Doppelpfeile 
der Deriatoren der Fig. 12 nicht 
nur die Wirkung ihrer einfachen 
Fig. la. OMm«tzifleha Deatang d«r zahitn i und Operatoren auf bestimmte Vektoren 




«X 






^iM 

^v 



I «ad dm OpM»tox«i IX und -r I X* 
(Vgl Flg. 4, S. 4S.) 



an, sondern, wie aus (130) hervor- 
geht, auch die Wirkung auf die- 



jenigen einfachen Deviatoren zweiter Art, yon denen ein bestimmender 
Vektor in der Richtung des Vektors bzw. der Achse des Deviators liegt 
Denn es ist z. B.: 

yliXI,- I, 

Die Pfeile in Fig. 12 geben also die Wirkung der Einheitsoperatoren 
zugleich fOr beide Fälle. 

Die Systeme der geometrleohen GröBen höherer Ordnniif . 

Das assoziative System der geometrischen Größen bis zur zweiten Ofd- 
nung und die algebraische Zerlegung seiner totalen Multiplikation ist 
hiermit abgeleitet. Die Betrachtung laßt sich in der einfachsten Weise 
auf Systeme höherer Ordnung ausdehnen. Zur Ableitung des Systems 
dritter Ordnung betrachten wir die Produkte von vier Vektoren. Von den 
dabei aufkretenden Ghrößen enthalten diejenigen, deren 15 Komponenten 
sich transformieren wie 

V> V; V> <a|i «iS; V«B> «l'öli V«i> V^lr V«!«!! 

Vfliöll «B*»!«!, W. Wi W> 

im allgemeinen noch einen Tensor. 
Denn 

ist invariant, und die Zahlen: 
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sind demnach kogredieni mit: 

Vi «iS «»S 20,0,, 2a,ai, SoiO,. 

Der übrigbleibende Teil^ eine Oröße vierter Ordnung, die in nenn Ein- 
heiten angegeben werden kann, wird Null gesetzt, und auf den Best der 
Analysis das assoziatire Gesetz angewandt Identifiziert man dabei, bis 
auf einen Zahlenfaktor, gnmdsätzlich alle Gboßen gleicher rotationaler 
Orientierung, so entsteht die Analysis der geometrischen Großen bis zur 
dritten Ordnxmg, die 16 Einheiten enthält und ein ursprüngliches 
System yierter Ordnung zur (Grundlage hat. Sie befaßt sich mit Skalaren 
in einer Einheit, Vektoren in drei Einheiten, Deyiatoren in fünf Ein- 
heiten, und, sagen wir z. B. Septoren, in sieben Einheiten. Ihre totale 
Multiplikation— o ist die Yielfachsumme yon vier Grundmultiplikationen: 

(142) — o-y. + dx+6X+-^, 

wo -^ das Zeichen der septorischen Multiplikation vertriti 

Zur Ableitung der nächsthöheren Analysis ist dasselbe VerfiEthren 
anzuwenden. Es treten Großen vierter Ordnung in neun Einheiten, No- 
noren, mit einer neuen zu ihnen gehörigen Grundmultiplikation, der 
nonori sehen, hinzu. Das System ist ein ursprüngliches fünfter Ordnung. 
In derselben Weise kann man fortfahren, und erhalt so eine Reihe 
Yon Analysen, die alle im organischen Zusammenhang stehen, und sich 
nur unterscheiden durch die Anzahl der yerwandten Ghmndmultiplika- 
tionen. Aus der Inyarianz von (a^* + ^* + ^^" folgte in ähnlicher Weise 
wie auf S. 70, daß sich zu jedem Bezugssystem Sätze yon orthogonalen 
Einheiten dritter und höherer Ordnung angeben lassen. Die auf S. 49 
gemachte Bemerkung tritt jetzt ins yoUe Licht, denn die Vektorana- 
lysis erscheint in der Tat als erste einer Reihe yon Analysen und zwar 

gesetzt wird. Schon dieser Umstand allein würde die Wahl des Vor- 
zeichens nicht mehr zweifelhaft erscheinen lassen. 

Größen höherer als yierter Ordnung treten zurzeit in der Physik 
nicht auf, und das Skalare bis Nonoren enthaltende System dürfte dem- 
nach yorläufig genügen. Die Triaden und Tetraden, durch Gibbs ange- 
deutet, enthalten einen Teil der Operatoren der Systeme dritter und 
yierter Ordnung. Die Triaden enthalten einen skalaren, drei yerschiedene 
yektorische, zwei yerschiedene deyiatorische und einen septorischen Ope- 
rator, wodurch sich die Zahl ihrer Einheiten zu: 

1 + 3. 3 + 2. 64-7- 27 



nur, wenn 
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stellt. Die Tetraden enthalten drei irersohiedene »kalare^ sechs verschie- 
dene vektorische, sechs verschiedene deviatorische, drei verschiedene sep- 
torische und einen nonorischen Operator. Die Voigtsche Analysis vierter 
Ordnnng in 36 Einheiten, die sich zn den Tensoren ebenso verhält wie 
die Tetraden zu den Affineren, enthält zwei verschiedene skalare, einen 
vektorischen, drei verschiedene deviatorische, einen septorischen und 



Einfache Größen: 


Skalar 


Vektor 


Deviator 


Septor 


Nonor 


Anzahl 

der 
Bestim- 
mungs- 
zahlen: 


Ordnung: 





1 


2 


8 


4 


Anzahl der 
Bestimmungszahlen : 


1 


8 


6 


7 


9 


Vektor 

Affiner, Dyade 

Triade 

Tetrade 

usw. 


1 
1 
8 


1 
1 
8 
6 


1 
2 
6 

9 


1 
8 


1 


8 

9 

27 

81 

• 
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3* 


Vektor 

Tensortripel 

System von Trivektoren. 
System von Bitensoren . 
usw. 


1 

1 


1 

1 


1 

1 


1 


1 


8 

6 
10 
16 

• 
• 

n(n-l) 


Theorie der Eristallelasti. 

7.1 t&t mit: 
15 Parametern 

21 „ 

86 


1 
2 
2 


1 


1 

2 
8 


1 


1 
1 
1 


2 

16 
21 
86 


Alffebra der reellen Zahlen 

Vektoranalysis 

Affinoranalysis 

usw. 


1 
1 
1 


1 
1 


1 






1 
4 
9 

• 
■ 



einen nonorischen Operator. Keine von diesen Analysen ist noch voll- 
ständig ausgearbeitet. 

Bekanntlich treten in der Elastizitatslehre der Ijristalle im kom- 
pliziertesten Falle 36 Parameter auf.^) Soll die Deformationsarbeit unab- 
hängig sein von dem Wege, auf dem die Deformation zustande 
kommt, eine Annahme, die sich thermodynamisch begründen läßt, so 
gehen diese 36 Parameter auf 21 zurück. Eine Molekulartheorie der 
Elastizität, die nur Ejräfte zwischen den Molekülen berücksichtigt, die 
ausschließlich Funktion der Entfernung sind, gelangt höchstens zu 15 Para- 



1) Vgl. Voigt 00.2, 01.1; Abraham 01.3. 
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metem. Letztere bestimmen einen Operator^ dessen Bestimmungszahlen 
sich wie die 15 Produkte von vier Faktoren in a^, a^ und a^ transformieren, 
und der demnach einen Skalar, einen Deviator und einen Nonor enthält. 
Voigt nannte einen solchen Operator ein System Ton Bitensoren. In der 
allgemeinen Theorie mit 21 Eonstanten tritt hierzu noch ein Skalar 
xmd ein Deviator, während die 36 Konstanten zwei verschiedene Skalare, 
einen Vektor, drei verschiedene Deviatoren, einen Septor und einen No- 
nor bestimmen. 

** 

Die Tabelle auf nebenstehender Seite gestattet eine Übersicht. 

Die Produkte von GTöBen beliebiger Ordnimg. Es läßt sich 
leicht dartun, daß das allgemeinste Produkt zweier einfachen Größen 
«i**'und w,**' Ordnung, wo n^ > «, ist, sich aus 2«, + 1 einfachen Größen 
(fij — n^), • . ., (M| + ^s)^' Ordnung zusammenstellt Diese Regel läßt sich 
z. B. an der Tabelle der Triaden, Tetraden usw. verifizieren. Da auch der 
Quotient eine (wenn auch einseitig) distributive Verknüpfung ist, gilt sie 
auch für den allgemeinsten Quotienten. Eine Größe, die mit einer Größe 
n^^' Ordnung multipliziert eine Größe n^^' Ordnung erzeugt, kann also 
nur 2^+1 ürößen (q—p), ..., (s + !>)**' Ordnung enthalten, die bei 
dieser Multiplikation wirksam sind, wobei p '^ n^, q^ n^ für t^i < ^ 
undjpi-n,, g — «1 für ni>n^. 



Drittes EapiteL 

Die Mnltiplikationsregeln der Afftnoranalysis nnabli&ngig 

Yom Bezngssystem. 

Die Bedeutimg der Xnvariaas der Multiplikationen. Wir 

haben die MultiplikationBregeln der Af&noranalyBis abgeleitet in bezug 
auf ein bestimmtes System Yon Grundeinheiten 1^ i, L imd I. Die Qrond- 
mnltiplikationen, Hanptmnltiplikationen nnd abgeleiteten Multiplikationen 
sind aber invariant , das heißt der Wert der durch sie bestimmten Pro- 
dukte ist unabhängig Yom Bezugssystem. Dadurch wird uns die Mög- 
lichkeit gegeben, Gleichungen zwischen Produkten au&ustellen^ in denen 
die Grundeinheiten nicht mehr auftreten, wir also mit beliebig gerich- 
teten Größen in 1, i, L und I selbst arbeiten, eine Möglichkeit, die ge- 
rade den besonderen Vorzug des Rechnens mit einer direkten Analysis 
wie Vektor- oder Aifinoranalysis, gegenüber dem Rechnen in Koordina- 
ten, bildet Es könnte nun die Frage auftreten, ob es nicht wünschens- 
wert wäre, schon bei der Ableitung der Multiplikationsregeln auf den 
Gebrauch irgend eines Koordinatensystems überhaupt zu rerzichten, denn 
es ist klar, daß, da die Multiplikationen ja yom Bezugssystem unab- 
hängig sind, auch sicher yon einem solchen System freie Definitionen für 
dieselben yorhanden sein müssen. In der Tat ist yon yerschiedenen neue- 
ren Vektoranalytikem der Standpunkt yertreten, daß eine solche Art 
der Ableitung für die Vektoranalysis die einzig sachgemäße sei Am 
weitesten in dieser Beziehung gehen Burali Forti und Marcolongo. Ob- 
wohl in ihren, der kritischen Untersuchung der Grundlagen der Vektor* 
analysis gewidmeten fünf Abhandlungen^) die Forderung der freien Ab- 
leitung des Systems nicht unter den in der ersten Abhandlung aufge- 
stellten Grundsätzen aufgenommen ist, ist diese Forderung tatsächlich 
ihr wichtigster Grundsatz, auf den sie sich des weiteren immer wieder 
beziehen. Eine Analysis ist nach Burali Forti und Marcolongo nur dann 
„assoluto ed autonome^' und nur dann wirklich existenzberechtigty wenn 
alle ihre Symbole und Rechnungsweisen unabhängig yon Koordinaten 



1) 07.8, 4, 6; OS. 9, 8; siehe auch 09.1, 4, 10, 11, 14; 10.8, 4, 6; 11.1; 12.8. 
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definiert sind. Ist ein Symbol in bezug auf ein Koordinatensystem ge- 
geben^ so nennen sie es eine Tachygraphie, und zwar eine essentielle 
Tachygraphie, wenn es einer anderen Definition unfähig ist, eine zu- 
fallige Taohygrapliie aber^ wenn in der Tat auch eine rom Bezugs- 
system freie Definition gefunden werden kann. Man könnte nun diesen 
Ausführungen beipfiichten und dabei zugleich die schon zuviel mifi- 
brauchten Worte ,; absolut und ^autonom'^ loswerden^ wenn man als 
Kriterium das einzige^ was sich streng mathematisch definieren läßt, ein- 
führte, nämlich die Invarianz bei Drehung des Bezugssystems. 
Dies tun aber Burali Forti und Marcolongo nicht. Symbole, die im 
strengsten Sinne invariant sind, erklären sie fflr essentielle Tachygraphien, 
bloß weil es ihnen nicht gelang, eine vom Bezugssystem freie Definition 
einzufahren. Damit wird aber das persönliche Element in einer Weise 
eingeführt, die nur heillose Verwirrung stiften kann.^) Um diese zu ver- 
meiden, müssen wir die Invarianz als Kriterium nehmen. Da aber die 
Invarianz einer Funktion von der Weise, wie man sie definiert, unab- 
hängig ist, verliert die Frage nach dem richtigen Weg zur Definition des 
Systems viel von ihrer Wichtigkeit^ sie wird zu einer Frage der Methode, 
und ihre Beantwortung steht stark unter dem Einfiuß der persönlichen 
Neigung. 

Es mag sogar als wünschenswert erachtet werden, daß verschiedene 
Mathematiker die Frage verschieden beantworten, und daß die Analysis so 
einmal in ganz verschiedenen Richtungen durchgearbeitet wird, wenn nur 
ein lässiger Monopolstreit dabei ausgeschlossen bleibt. Von den neueren 
Vektoranalytikem hat hier v. Ignatowsky*) Wichtiges geleistet Von 
dem Prinzip ausgehend, die Yektoranalysis samt der Dyadenrechnung 
ohne jegliches Bezugssystem abzuleiten, hat er dieses Prinzip mit aner- 
kennenswerter Konsequenz durchgeführt, ohne dabei, wie Burali Forti 
und Marcolongo, schwerfällige Bezeichnungen (vgl S. 25 ff.) einzuführen. 
Obwohl es nun sehr wichtig ist, daß es in der Tat ein Buch gibt^ wo 
dieser Weg der freien Ableitung einmal konsequent begangen ist, und 
der Affinoranalysis sowie den höheren Analysen hoffentlich auch einmal 
ein solches Buch gewidmet sein mag, erscheint es uns doch, da wo es 
gat andere in eine Analysis einzuführen, und insbesondere hier, wo dies 
zum ersten Male zu geschehen hat, richtiger, den immerhin leichteren 



1) Ein schlagendes Beispiel einer solchen Verwimmg bietet das Zeichen V, 
das Bnxalo Forti und Marcolongo verschiedentlieh für absolute Tftchygraphie er- 
klärt haben, 07.6 S.S29; 08.2 8.874; 09.11 8.466; 11.1 8.144, dessen Tom Be- 
sngssystem freie Definition aber schon Ton Jung 1908, 08. 6, gegeben und seitdem 
z. B. Ton Ignatowsky, 09. IS, grondsfttilich yerwendet wnrde. 

2) 09. IS. 
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Weg zn wählen ; der von den in Koordinaten zerlegten Formeln zn den 
freien führt, also von dem Bekannten znm Yorläufig Neuen und Unbe- 
kannten. 



Die afllnoriBOhe und dyadisohe MultlpUkatloii und ihre Ab- 
geleiteten. Wir haben also zunächst die Rechnungsregeln der Affinor- 
analysis in bezug auf ein bestimmtes Koordinatensystem abgeleitet und 
treten erst jetzt an die Aufgabe heran, diese Regeln von dem Bezugs- 
system frei zu machen. Dabei wollen wir aber noch eine Vereinfachung 
der Notation Tomehmen. Es stellt sich nämlich heraus, daß, wetin wir 

die Multiplikationen — i und i mit ihren ümkehrungen und abgeleiteten 

Multiplikationen auf alle vorkommenden Größen anwenden, die Formeln 
stark überlastet werden mit den Konstanten a und /3. Wir können aber 
fast alle diese Konstanten mit einem Male los werden, indem wir für die 

Multiplikation von Vektoren unter sich — i und i beibehalten, für die 

anderen möglichen Verknüpfungen aber Vielfache von — i und i ein- 
führen, deren Verhältniszahlen sich folgender Tabelle entnehmen lassen: 

S V A 



(143) 
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P* 


ß 


ß* 


vj 


«• 


a 


a 


V 


a 


1 


ß 


A 


ß* 

a 


ß 


ß' 



Deviatoren und Tensoren betrachten wir als unvollständige Affinoren. 
Bezieht man sich statt auf — i und i auf ß^ — i und ß^ i , die Multipli- 
kationen für Affinoren unter sich, so erhält die Tabelle die Form: 

S V A 



(144) 
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1 
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ß 





die das Gesetz ihrer Bildung deutlicher hervortreten läßt. 

1) In dieser Tabelle sind befondem die Verknüpfungen von Vektoren mit Vek- 
toren vermittel« — i, i , die von Vektoren mit Affinoren vermittels /? — i, |3l-., und 

die von Affinoren mit Affinoren yermitiels ß* — i, ß*\ wichtig, und es ist zu 

empfehlen, sich diese genaa einzuprägen. Die anderen sind weniger wichtig, da 
Skalare meist nur vermittels der skalaren Multiplikation verknüpft werden. 
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Wir müssen also außer — i und i noch fünf andere Sätze von Haupt- 

multiplikationen einfüliren^ die sich nur um einen Fa'ktor von — i un4 i 

unterscheiden. Zu jeder Grundmultiplikation gesellen ,sich ihre abgeleite- 
ten Multiplikationen. Dies kann man ohne weiteres durch Bildung von zehn 
neuen Grundzeichen erzielen, die sich etwa in folgender Weise wählen 
ließen. Für die Hauptmultiplikationen von Affinoren unter sich führe 
man die Zeichen 1 und L eii); und gebe nun einen unteren bzw. oberen 
Index, der die Zahl angibt, durch welche die Multiplikationen dividiert 
werden müssen. So erhält man für die Multiplikation von: 



aa 



Skalar mit Skalar 




und 


L 


„ „ Vektor 




n 


afi 

L 


„ „ Affinor 




n 


a 

L 


Vektor „ Vektor 




»; 


L 


Vektor „ Affin or 




w 


L 


Affinor „ Affinor 


>; 


L 



Nun sind aber Skalare, Vektoren und Affinoren stets durch ihre Schrift- 
art deutlich voneinander unterschieden. Wir können daher die In- 
dizes, die ja nichts anderes angeben als die doch schon deutlich in den 
Farmein hervortretende Orientierungsart der Faktoren, ohne weiteres 
fortlassen, wodurch eine bedeutende Vereinfachung erzielt wird. Die 
Zeichen 1 und \__ sind dann aber abgekürzte geworden und haben je 
nach dem Ort ihrer Anwendung eine andere Bedeutmig. 

Für die Multiplikation von Vektoren unter sich ist 

(145) L«^- a--t-/Sx-|-X 

usw., 
für die Multiplikation ron Vektoren mit Afünoren: 

n - /S "^ - 2a/S • + jS* X - /J X 

(146) L-/JU--. a^. + ^«x+/JX 

usw., 
und für die Multiplikation von Affinoren unter sich: 
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(U7) L -/»•!«- «/J«. + /S»x+/J«X 

U8W. 

Für die drei YerknüpfangsweiBen ohne Skalare gilt also, daß die Hanpt- 
mnltiplikationen "~] und L. sich aus den Multiplikationen 

-n-2a- + /Jx-X 

I—— a' + ZJx + X 

durch Multiplikation mit /)' und Division durch die zu den Ord* 
nungen der Faktoren gehörigen Eonstanten ableiten. 
Für die Multiplikation von Skalaren unter sich ist: 

(148) ' «• « »« 

ln-3- Id-T' 

fOr die Multiplikation von Skalaren mit Vektoren ist: 



(149) 






71-2- Li--, 

und fOr die Multiplikation Ton Skalaren mit Affinoren ist: 

(160) -,.-f-,.. L-^-. 

Für die drei Yerknüpfiingsweisen eines Skalars mit einer anderen GhrSße 
gilt also, daß H gleich der skalaren Multiplikation ist^ dividiert durch die 
zu der Ordnung dieser Große gehörende Eonstante; die Multiplikation L. 
ist unter diesen Umstanden die Hälfte von ""]• 

Eines ist noch zu beachten. Bei Anwendung des distributiven (Ge- 
setzes zur Zerlegung eines Produktes in H o^^r L. von zwei Faktoren^ 
von denen wenigstens einer ein Affiner isi^ ist dem Umstände Rechnung 
zu tn^en, daß ^ ^i^d [_ verkürzte Zeichen sind, die je nach der Orien- 
tierungsart der Faktoren verschiedene Bedeutung haben. Es ist also^ wenn 

lL^aÄ, + /JA, + A^ 

ist, z. B.: • I r » I Ä 

AnB-(a^,-h/JA, + A,)n(«B, + /JB..fB,)+aM.n-B. 

-1- aßA,1 B, + a4,n B, + «/JA.H -B, 
+ /JU,n B, + /JA.n B, -1- aA,n B, 
+ /5Ac«nB, + A^nB^, 
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nnd die riohtige Zerlegung lautet: 

A n b - ««4, n b + /j«A. n b + A^ n b 

A HB - Ä*4. n B. + «»/JM, n B. + aM. H B^ 

+ «»/j«A. n B. + /j*A. n B. + /5«A. n b, 

+ «• A, n B. + /j« A, n B. + A, n B, . 

Wir können das hierbei zu verfolgende Verfahren in folgender Regel aus- 
sprechen: 

Regel: Bei Zerlegung eines Produktes in einer der Hauptmulti- 
plikationen n und L. nach dem distributiTen Gesetz ist jedem Teil- 
produkt für einen in ihm enthaltenen^ aus der Zerlegung eines Affinors 
herrorgehenden Skalar ein Koeffizient a und fOr einen ebensolchen 
Vektor ein Koeffizient ß beizufügen. 



Multiplikation 



ff 
ff 
ff 
ff 



Die Multiplikationen H^ L.; ihre Umgekehrten und Abgeleiteten 
mögen folgende Namen erhalten: 

n afßnorische 

n umgekehrt affinorische 

L. dyadische 

_J umgekehrt dyadische 

Fl skalaraffinorische 

x1 yektorafßnorische 

Xl deyiatoraffinorische 

T tensoraffinorische 

^ konjugiertaffinorische 

I überaffinorische 
"^ unterafßnorische 
U skalardyadische 
Lü Tektordyadisehe 
[X deTiatordyadische 
J. tensordyadische oder tensorische 
I konjugiertdyadische 
L_ überdyadische 
l^ unterdyadische 
[x umgekehrt yektorafßnorische 



ff 



ff 



ff 



ff 



ff 



ff 



usw. 



Bei den yielen möglichen Mulidplikationszeichen ist es von Vorteil, 
einige derselben zu unterdrücken. Da an der Schreibart zu sehen ist^ ob 



(161) 



(153) 
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eine Große ein Skalar, Vektor oder Af&nor ist; kann man übereinkom- 
men^ daß für jede mögliclie Kombination das Zeichen einer bestimmt an- 
gegebenen Multiplikation fortgelassen werden darf, ohne diäß dadurch Zwei- 
deutigkeit entstehen kann. Wir wollen dazu folgende Auswahl treffen.^) 
Bei Multiplikation eines Skalars mit einer beliebigen Größe dürfen wir 
das Zeichen • der skalaren Multiplikation unterdrücken: 

ab — ■ a • 6 

ab » a • b 

aB-a B. 

Bei Multiplikationen yon Vektoren unter sich wählen wir das Zeichen L. 
der dyadischen Multiplikation: 

(152) ab-aLb. 

Bei Multiplikationen von Vektoren mit Deviatoren, Tensoren oder Affi- 
noren wählen wir das Zeichen Lil der yektordyadischen Multiplikation: 

aB - a Ui B 

Ab -Ali b. 

Bei Multiplikation von Deviatoren^ Tensoren und Af&noren unter sich 
wählen wir das Zeichen ^ der affinorischen Multiplikation: 

(154) AB- AHB. 

Bei dieser Auswahl ist darauf geachtet^ daß die am meisten vorkommen- 
den Multiplikationszeichen fortgelassen werden dürfen, und die Bezeich- 
nungen sich auch so viel wie möglich den bestehenden Analysen an- 
schließen. 

Die unterdrückten Zeichen dürfen natürlich jederzeit wieder einge- 
setzt werden, wenn dies für irgendeinen Zweck dienlich ist. Undeutlich- 
keit kann dadurch ja nicht entstehen. Bei Angabe eines einzelnen Ope- 
rators werde das Multiplikationszeichen niemals unterdrückt, sodaß ein 
Buchstabe ohne begleitendes Zeichen stets eine Größe darstellt. Verwechs- 
lung Yon Ghrößen und Operatoren ist dadurch ausgeschlossen (vgl. S. 116). 

Wir wenden uns jetzt zur Ableitung der freien Multiplikationsregeln. 

Die Produkte tob iwei VektoreiL Zwei beliebige Vektoren a 
und b, die einen Winkel <p einschließen, können in folgender Weise multi- 
plikatiy verknüpft werden: 

(155) a.b-^Salb-lSari^'-Sab-Sajb skal. Prod. (kommut.). 

1) Diese Auswahl ist als ein Vorschlag für den allgemeinen Gebrauch des 
Sjitemi zu betrachten. Da jede Multiplikation ihr eigenes Zeichen hat und be- 
halt, kann für jede spezielle Untersuchung auch eine- andere Wa^l getroffen wer- 
den, wenn dieselbe zu Anfang nur genau angegeben wird^ - - 
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Das skalare Produkt Yon a und b ist die Zahl — o,mlf>fn, ^^^ V- 

(156) axb-Valb Va pb-Vab Va J b 

yektorisches Produkt (anticomm.). 

Das yektorisclie Produkt yon a und b ist ein Vektor^ senkrecht auf a 
und b, seine Richtung ist der Drehrichtung yon a nach b yermittels einer 
Rechtsschraube zugeordnet^ sein Betrag ist a^b^ sin a. 

(157) avb — axb + a-b quaternionisches Produkt (assoz.). 

(158) aXb^ Da"|b Da Tb- Dab - Da J b 

deyiatorisches Produkt (kommut.). 

Das deyiatorische Produkt yon a und b ist ein Deyiator^ der a und b zu 
bestimmenden Vektoren hat (ygl. S. 82). Seine Richtungsflache ist ein ein- 
flchaliges Hyperboloid, auf (Jessen kreisförmigen Durchschnitten a und b 
senkrecht stehen. Sein Betrag ist 



(159) 



(assoz.) 



Jeder beliebige Deyiator kann als deyiatorisches Produkt zweier Vektoren 
geschrieben werden (ygl. S. 82). 

a n b — 2ca -b + zJaxb — aXb affiner. Prod. 

< 

a p b =- 2aa -b — /Saxb — a X b umgek. äff. Prod. 
(160) ab =- aa-b + /3axb + aXb dyadisches Prod. 

a) a_Jb — «a-b — ^a)^b4-aXb umgek. dyad. Prod. 

^^^^^ b) a J b ^ a 1 b + 3aa . b 

(162) a ± b = ^ (ab + ba) - aa . b + /Ja X b 

tensorisches Produkt (kommut.). 

Die Zahl a • b steht in einem yon dem Winkel (p abhängigen Verhältnis 
zum Absolutwert yon a X b. Da dies bei einem beliebigen Tensor nicht 
der Fall zu sein braucht^ kann ein Tensor im allgemeinen nicht als tenso- 
risches Produkt zweier Vektoren dargestellt werden. In derselben Weise 
ist es nicht möglich, einen beliebigen Affiner als dyadisches Produkt zweier 
Vektoren darzustellen. Da aber jeder Affiner in den neun dyadischen Pro- 
dukten iyi;^; j,k'^ly2y3 ausgcdr^ckt werden kann, ist es auf eine und nur 
auf eine Weise möglich, ihn in die Form 

ab + cd + ef 

zu bringen, wo a, c und e beliebige, aber yorher fest gewählte nicht kom- 
planare Vektoren sind. Denn jeder yordere Vektor der neun Produkte i^ i^ 
kann als Vielfachsumme yon a, c und e geschrieben werden, und die neun 

Schonten: yektor- n. AfflnoranalyBiB 7 
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Vektoren 



Produkte sind daher in drei Produkte zusammenzufassen. In derselben 
Weise ist es möglich^ vorher die hinteren Faktoren beliebig aber nicht 
komplanar zu wählen^ der Affinor ist dann durch die drei vorderen be- 
stimmt. Für affinorische Produkte gilt dasselbe, der Beweis verlauft ahn- 
lich unter Hinzuziehung der neun afßnorischen Produkte 

i,ni* j,i -1,2,3. 

Die Produkte tob drei Vektoren. Es gibt zwei Assoziationen, 
(• •) • und '(••)• ^^^ Produkte in der Assoziation (• •) • sind sämtlich 
zurückzuftthren auf die sechs Produkte: 

(a X b) T G Skalar 

(a T b) T c 

(a X b) X c 
(aXb)Xc 
(axb)Xc 
(aX 

Andere Kombinationen der Grundmultiplikationen ergeben in dieser Asso- 
ziation NulL Die Werte dieser Produkte in Einheiten sind folgender Ta- 
belle zu entnehmen, in der gleichzeitig rechts die Koeffizienten ang^e- 
ben sind, mit denen diese Werte in die Produkte : 

(a n b) n c 
(a n b) L c 

(ab) n c 

(ab) L c 

eingehen. Es ist zu beachten, daß z. B. 

(ab) L c - /J(a L- b) L- c 
ist, da die zweite Multiplikation einen Affiner mit einem Vektor verknüpft. 



b)Xcl 

b) X er 



Deviatoren. 



(163) (. .)• 


2ß 

4/J 
ß 

ß 


HL 

ß 

2ß 
ß 

-ß 


'LI 
2ß 

2ß 

ß 

-ß 


LL 

ß 

ß 
ß 

ß 


Skalar: 
(a X b) T c — «/J(— 0,6, Ci + a^btCi + cyd.) 


Vektoren: 
(a T b) T c-—- |-(ai6iCi+a,6,Cifas6,c,)Ii + cycl. 
(a 5 b) X c- + -J-(aj6,<i-Oi6,<^— Oi6,<^ + a,6,c,)ii + cycl. 

(aXb)Xe i(a,6i<^+ai6,<v+ai6,c,+a,&,c,)li + cycL 1 

— |(2oi6,c,— a,6,Ci— Osijcjii + cycl. j 
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(163) 



(. .)• 



Deyiatoren: 

(a X b) X c— tK^^ -öi&sC,+ ai6jC,— a,6iC,)Ii+cycl. 

+ aß(a^b^Ci - a,&,Ci)li + cycl. 
(a X b) X c — (— a,&,Ci + a^b^Ci)!^ + cyd. 




Aus dieser Tabelle ergeben sich nachfolgende Werte für die Pro- 
dukte (a'^b)'~]c usw.: 



Skalarteil : 
(164)jVektorteü: 
Deviatorteil : 



Total: 



(anb)nc 



aa • (b X c) 

/Ja(b-c)+/J(a.b)c 

-bX(axc) 



Assoziativ 



(anb)Lc 



-|-aa-(b X c) 
/)a X (b X c) 
-a X (b X c) 



OaJ(b xc) 



(ab) n c 



aa-(b X e) 
/)a X (b X c) 
a X (b X c) 



a(b X c) 



(ab) L c 



^aa-(b X c) 

i8a(b-c) 
b X (a X c) 



(165) 



In derselben Weise erhalten wir fEbr die Assoziation . (. .) die TabeUen: 



.(. .) 



a T (b xc) — 



Skalar: 
a/J(— Oi&jCi + a^b^c^ + cycL) 



Vektoren: 

+ iifhh^ — ötjftjCi — OjfcjCi + a,6iC,)ii + cycl. 
— i(«»^^ + «s^B^i + ötj&f Ci + a,&iC,)ii + cycl. 
- 1(2^1 ftiCj — «i&jC, — 0163^3)11 + cycl. 



a T (b T c) 
a X (b X c) 
a X (b X c) 



Deyiatoren: 
a X (b X c)«|(— a36iC3 + a3&3Ci — a36,Ci + a,6iC8)Ii + cycl 

+ aß(— a^ 63C, + ai &3Ci)li + cycl. 
a X (b X c)-=(ai6,c, — ai63Ci)Ii + cycl. 

+ a/3(— 0363^1— ajfciCjj+ajftiCs+ajftgcJIi+cycL 



}- 



nn 


LH HL 


LL 


2i8 


ß 


2/3 


H 


4/J 


2ß 


2/3 


ß 


/» 


ß 


/» 


ß 


^ 


-ß 


-ß 


ß 


-^ 


ß 


-ß 


ß 


-^ 


-ß 


ß 


ß 
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und: 





an(bnc) 


aL(bnc) 


an(bc) 


aL(bc) 


Skalarteil : 
(166) Vektorteil: 
DeTiatoiieil : 


a(a X b) • c 

/J(a-b)c+i8a(b-c) 

-(axc)Xb 


\a(s. X b)-c 
|8(a X b) X c 
-(axb)Xc 


a(a X b)-c 

/J(a X b) X c 

(a X b) X c 


\a(jBL X b)-c 

/J(a.b)c 
(a X c) X b 


Total: 


Assoziativ 


0(axb)Jc 


(a X b) c 





(167) 



(168) 



Als Hauptgleichungen ergeben sich aus den Tabellen (164) und (166): 

(ab) n c = a(b x c) 

< 

a"! (bc) — (a x b)c 

(a ~| b) L c - Oa J (b X c) 
aL(bne)-0(axb) Je, 

die eine Assoziationsänderung der Produkte in den Hauptmultiplikationen 
gestatten, und aus welchen für den Fall b — C bzw. a — b folgt: 

f(ab)~lb-0 
a-l(ac)-0 

f (a ~| b) L b = 
a L (a n c) - 0. 



(169) 



(170) 



Dieses Resultat läßt sich in der Regel aussprechen: 

Regel: Wenn ein Produkt dreier Vektoren zwei Hauptmultipli- 
kationen oder eine Hauptmultiplikation innerhalb und eine abgeleitete 
außerhalb der Klammer enthält^ deren Zeichen sich zu einem Quadrat 
ergänzen^ so ist das Produkt NuU^ wenn die zwei benachbarten Vek- 
toren, von denen der eine nicht in den Klammem steht; gleichgerich- 
tet sind. 



(171) 



Die Betrachtung der Skalarteile in den Tabellen (164) und (166) ergibt: 

(a~lb)nc=-(ab)nc= a.(bxc) 

a Fl (b ~| c) =. a Fl (bc) = (a x b) • c 

(a ~| b) U c =- (ab) U c =fa . (b X c) 

la LI (b ~| c) - a U (bc) =|(a x b) • c. 



») 



b) 



Die Produkte dieser Art bestehen, wie aus den Tabellen (163) und 
(165) hervorgeht, nur aus einem Teil, in welchem x innerhalb und • 
außerhalb der Klammem vorkommt. Es ist also offenbar z. B.: 



(ab) Ld c (a J b) U c - |(ab) Fl c 1(» T b) Fl c 
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und da, wie aus (163) und (165) folgt, 

(a X to) • c « (b X c) • a 

< 

a • (b X c) — c • (a X b) 
ist, können wir die Begel aussprechen: 



(172) 



(c X a) • b 
b • (c X a) 



Regel: In einem Produkt yon drei Vektoren, das eine Hauptmul- 
tiplikation innerhalb und eine skalar abgeleitete außerhalb der Klam- 
mem enthalt, ist Umkehren des inneren Zeichens mit Yorzeichenwechsel 
gestattet. Umklappen des äußeren Zeichens nach oben verdoppelt das 
Produkt und Umklappen des inneren bedingt Yorzeichenwechsel. Zyk- 
lischer Faktorenwechsel läßt das Produkt ungeändert. 



(173) 



b) 



c) 



Die Betrachtung der Yektorteile in den Tabellen (164) und (166) 

ergibt: 

f (a n b) 71 c - a(b • c) -t- (a . b)c 

a 71 (b 1 c) = (a • b)c + a(b • c) 

(a "1 b)c = (ab) 71 c =« a x (b x c) 

a(b n c) — a 71 (bc) — (a x b) x c 

(ab)c — a(b-c) 

< 

a(bc) — (a-b)c. 

Diese Produkte setzen sich, wie aus den Tabellen (163) und (165) 
ersichtlich, nur aus TeUen zusammen, die zwei gleiche GrundmultipUka- 
tionen enthalten, und es gilt daher offenbar z. B.: 

(ab) 71 c « (a J b) IT c — (a r 1^) U c 
(ab)c +(a r"b) fx c, 

oder allgemein: 

Begel: In einem Produkt von drei Yektoren, das eine Haupt- 
multiplikation innerhalb und eine yektorisch abgeleitete Multiplikation 
außerhalb der Klammem enthält, ist gleichzeitiges Umkehren der Zei- 
chen gestattet, gleichzeitiges Umklappen aber nur sofern das eine Zei- 
chen den Horizontalstrich oben, das andere diesen Strich unten hat. 

Aus (178 c) leiten wir durch Zerlegung ab: 

(a . b)c - -|-a(b . c) + j-a X (b X c) + a X (b X c) 
»O^ • c) = i(a . b)c + |(a x b) x c -J- (a X b) X c, 

Formeln, die wir neben die aus (163) und (165), sowie bei Anwendung 
des assoziativen Gesetzes für y, hervorgehenden: 



(174) 
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{ 



(a . b)c — a(b • c) + b X (a X c) 
a(b • c) — (a • b)c + (a X c) X b 



stellen wollen.^) y und -^ sind die Quadrate der Ordnungskonstanten a 
und ß. In derselben Weise ergibt sich aus (173b): 



(176) 



(a X b) X c - |a(b • c) + -J-a x (b x c) - a X (b X c) 
a X (b X c) - |(a • b)c + Ka x b) X c — a X (b X c), 



eine Formel, die auch durch Anwendung von (175) auf (174) erhalten 
werden kann, und die wir neben die in anderer Form geschriebenen 
Gleichungen (175): 

(a X b) X c — + (b • c)a i (c • a)b 
a X (b X c) = + c(a • b) iL b(c • a) 



(176) 



stellen wollen. Bei Auflösung von (174) oder (176) nach (a X b) X e 
bzw. a X (b X c) ergibt sich unter Anwendung von (175): 



(177) 
(178) 



(179) 



(a X b) X c - ia(b • c) + |b(c • «) - -J-c(a • b) 
a X (b X c) - |(a • b)c + i(e ■ 8)b - \(h • e)a 

(a X b) X c - a X (b X c) - |a . (b . c) - |(a • b) 

— -J-b X (c X a) 

f |(a X b) X c - - (b X c) X a + (c X a) X b 
^a X (b X c) - - c X (a X b) + b X (c X a). 



Aas (175) ist abzuleiten: 

(a X b) X c + (b X e) X a + (e X a) X b — 

< 

a X (b X c) + c ;t (a X b) + b X (c X a) — 0, 
es ist aber zu beachten, daß 



(180) 



(181) 



(a Xb) Xc + (b X c) Xa + (cX a) Xb + 
a X (b X c) + c X (a X b) + b X (c X a) + 

ist Da nach (173c): 

(ab)c — a(b • c) 

a(bc) — (a • b)c 



1) Die schon aus der Vektoranalysis bekannten Fonnebi sind gmndB&tslioh 
10 geschrieben, wie sie sich ans i^*!^«» — 1 herleiten, um dem mit der her- 
kömmlichen Yektoianaljsis Vertrauten das Studium zu erleichtern^ sind aber in 
diesem Kapitel die gebiiluchliohen Vorselchen, die aus der Annahme i^ • 1^ >« -|~ ^ 
hervorgehen, klein mit angegeben. 
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ond (ab)e bzw. a(be) sich nach (174) zneammensetzt aus -J(a-b)e 
bzw. -|-a(b • c), \{a x b) x c bzw. -|-a x (b x e) und (a X b) X c bzw. 
a X (b X c), von welchen Teilen die beiden ersten Assoziationsandening 
gestatten: 

i(a.b)c - -|-a(b.c) + |a x (b x c) + ia X (b X c)-|a(bc) 
Ka X b) X c-|a(b-c) + |a X (b X c)-|a X (b X c) -ia(b "1 c) 
(a X b) Xc-|a(b-c)-ia x (b x c) + -J-a X (b X c) 

(ab)c = a(b • c) 

ia(b-c) -x(a.b)c + i(a s^ b) x c + i(a X b) X c-K»*)« 
|a X (bxc)--|-(a-b)c + -i-(axb)xc-A(aXb)Xc-i(a-Ib)e 
a X (bXc)-|(a.b)c-ä(ax b) x c + i(a X b) X c 



a(bc) — (a-b)c, 
so ist: 

(a X b) X c - l-aCb • c) - ^a x (b x c) + ^a X (b X c) 

(182) -a{b(ia.-||8x+iX)c} 

^ ^ aX(bXc)-|(a.b)c-A(axb)xc + -i-(aXb)Xc 

-{a(|«.-A/lx+-}-X)b)c, 

wodnrcli eine Multiplikation gegeben ist^ die gestattet^ auch in (a X b) X C 
bezw. a X (b X e) die Assoziation zu andern. Geben wir diese Multipli- 
kation durch das Zeichen \ an, so ist also: 

(183) \^|«.^A^x+-|-X 

(173c) (a . b)c - a(b L c) a(b • c) - (a L b)c 

(173 b) (a X b) X c - a(b n c) a x (b x c) - (a 1 b)c 

(184) (a X b) X c-a(b\c) a X (b X c)-(a/b)c 
und: 

(185) 3ca . b - |a L b + la n b + a\ b. 

Die Multiplikation \ verhalt sich zur deviatorischen Multiplikation 
genau so wie die dyadische zur skalareU; oder wie die affinorische 
zur yektorischen. 

Die Betrachtung der Deyiatorteile in Tabelle (164) und (166) er- 
gibt die Gleichungen: 
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(186) 



») 



b) 



c) 



f(a~lb)5nc- lDX(axc) 
a Xl (b n c) - (a X b) X c 

f (a n b) IX c - - (ab) 5nc--aX(bxc) 
a LX (b ~l c) - - a xl (bc) - - (a X b) X c 

(ab)LXc bX(axc) 



aLX(bc) 



- (a X b) X c. 



Da Produkte dieser Art, wie aus den Tabellen (163) und (165) her- 
vorgeht, nnr aus Teilen bestehen, die x und X enthalten, gilt offen- 
bar z. B.: 

(ab) IX c (a r b) LX c (ab) |x c (a J b) xj c 

oder allgemein: 

Regel: In einem Produkt tou drei Vektoren, das eine Haupt- 
multiplikation innerhalb und eine deriatorisch abgeleitete außerhalb der 
Klammem enthalt, ist sowohl umklappen jedes einzelnen Zeichens als 
Umkehren von beiden Zeichen zugleich, beides aber nur mitYorzeichen- 
wechsel, gestattet. 

Aus (186) leiten wir durch Zerlegen ab: 



(187) 



(188) 



I 



(a X b) X c - (b X c) X a - (c x a) X b 

- |a X (b X c) -^ |a X (b X c) 
a X (b X c) - c X (a X b) - b X (c X a) 

- »-(a X b) X c -}- -;-(a x b) X c 

(a X b) X c -}- (b X c) X a -i- (c X a) X b - 
a X (b X c) -h c X (a X b) + b X (c X a) - 



(189) 



(a X b) X c 
a X (b X c) 



- |(b X c) X a -h i(c X a) X b 
J-a X (b X c) - J a X (b X c) 
--|-ex(aXb) + |bx(cXa) 
A(a X b) X c - |(a x b) X c 



(190) 



f (a X b) X c -H (b x c) X a -I- (c X a) X b -.0 
a X (b x c) -f- c X (a X b) -h b X (c X a) - 0, 



Es empfiehlt sich, diese Gleichungen mit den schon ans der Vektor- 
analjsis bekannten (175) und (180) zu rergleichen. Folgende Tabelle 
gestattet eine Übersicht: 
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Assoziation (. .) . 

. . 173—178 

X . 172 

X X 173—180 

X X 187, 189, 190 

X X 187—189 

X X 174, 176—179, 181, 182, 184' 

~| ~| 164, 166 

~I L 168 1 

Lj 16,) 164, 166 

L L 164, 166 
X L167 
X l^ 168 



•163, 165 



n "^171 

~| 71 173 
n X1186 

n L171 

~| 11 173 
~1LX186 

L "nni 

L 7\ 173 
L)ni86 
L L.171 
L lü 173 
L LX 186 
\lül84 



■164, 166 



Di« Produkte Ton vier Vektoren. Nach (101) und (129) gilt 
für das affinorische Produkt zweier dyadischer Produkte toh Einheits- 
Tektoren: 

(191) (iAKiAu) = (i. • i*)ai J r, s,t,u~ 1, 2, 3. 

Die Anwendung des distributiven Gesetzes ergibt^ daß diese Formel auch 
für beliebige Vektoren gilt: 

(192) (ab)(cd) - \Jb • c)(ad). 

Den Skalar dieses Produktes betrachtend, erhalten wir: 

(193) (ab) FI (cd) = (b - c)(a . d). 

Dieses Produkt ist, da Fl hier die Bedeutung /3*rn « im hat, wie folgt 
zusammengesetzt : 

(194) (ab)n(cd)-|(a.to)(c.d)+|(axb).(cxd)+(aXb).(cXd) 

und wir erhalten also die Gleichung: 

(195) (b.c)(a.d)«|(a.b)(c.d) + -|-(axb).(cxd) + (aXb).(cXd). 

Wir stellen daneben die aus (173) und (175) ableitbare: 

(b . c)(a • d) - + (a • b)(c • d) + (a x c) • (b x d) 

-= -f (a • c)(b • d) + (a X b) • (c X d) . 

Auflösung nach (a X b) • (c X d) ergibt: 

(197) (aXb).(cXd)-|(a.d)(b.c) + -i(a.c)(b.d)--|-(a.b)(c.d). 



(196) 
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Diese Gleichung bildet, da jeder Deviator durch a X b dargestellt werden 
kann, den allgemeinen Ausdruck für das skalare Produkt zweier Deyia- 
toren. Der Betrag eines Deviators berechnet sich also, da: 

(a X b).(a X b)-=-i-(a • b)(a • b) + -J-(a . a)(b • b) - i-(a • b)(a • b) 

- i(a • b)«+ ia^«6„« - a^^bJÜ cos^ 9 + i) - a J& Ji(2 - \ sin« 9) 
ist, zu: 

wenn a tind b die bestimmenden Vektoren und <p der Winkel zwischen 
beiden ist. Da nach (173c) und (193) gilt: 

(198) (ab) Fl (cd) - (b • c)(a • d) - { (ab)c } • d - a • { b(cd) } , 
and da, wie sich leicht ableiten läßt: 

(199) (a-b).(c.d)-{(a-b)c}-d -a-{b(c.d)} 

(200) (a X b) • (c X d) - {(a X b) X c}. d - a • {b X (c X d)} 

ist, so ist nach (194), (198) and (174): 

(201) (a X b) . (c X. d) - {(a X b) X c} • d - a . {b X (c X d)}. 

Der Vektor des Produktes (ab) (cd): 

(202) (ab) 71 (cd) - (b • c)(a x d) 
setzt sich offenbar zusammen aas den Teilen: 

-|-(a X b) X (e X d) 

- i(a X b) X (c X d) 

- A(a X b) X (c X d) 
-i-(a X b) X (c X d) 
Ka . b)(c X d) 
\(h X b(c • d). 

Diese Teile sind umzuformen. Aus (180) ist die Formel abzuleiten: 



(203) 



{ 



(a X b) X (c X d) — a X {b X (c X d)} +b X {a X (d X c)} 



— — cx {dx(axb)} — dx{cx(bxa)}, 
oder da, wie aus (175) folgt: 

(204) (a • d)(b x c) + (a - c)(d x b) - ^ b x {a x (d x c)) 
ist, auch: 



(205) 



{ 



^(a x b) x (c X d) - (a.d)(b x c) + (b .c)(a x d) 

+ (a.c)(dxb) + (b-d)(cx a). 
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Diese drei Formeln sind ziemlich unübersichtlich. Ihre Bedeutung tritt 
klarer hervor durch folgende schematische Darstellung: 

Die Summe zweier Produkte von der 
Form (a • b)(c x d), deren Pfeile in der 
Figur aufeinander folgen, kann durch 
ein Produkt von der Form a x { b x (Cx d) } 
ersetzt werden. 

Daneben ergibt die Anwendung von 
(175) die Formeln: 

I-f (a X b) X (c X d) « 
- a{b.(cxd)} + b{a.(dxc) 
--c{d.(axb))-d{c.(bxa)}. 

Da L. bei Multiplikation von Af&noren (147) gleich ^-i ist, ist 

femer nach (192): 

(207) (ab) X (cd) - (b • c)(ad) - (a • d)(cb). 

Der Vektor dieses Produkts ist offenbar: 

|(a X b) x (c X d) + (a X b) X (c X d), 
sodaß: 

, . R-(a X b) X (c X d) + (aX D) X (c X d) - (b • c)(a x d) 
^ -' \ — (a • d)(c X b) 

ist. In Verbindung mit (205) ergibt sieb also: 




(209) 



{ 



(a X b) x (c X d) - |(a • d)(b x c) + ^b • c)(a x d) 




+ -Ka . c)(b X d) + |(b . d)(a X c). 

Diese Gleichung ist der allgemeine Ausdruck für das Tektorische Produkt 
zweier Deviatoren, scbematiscb darstellbar durch: 

Aus den Richtungen der Pfeile gebt her- a b 

Tor, daß dieses Produkt sieb nicht als Summe 
von zwei Produkten der Form ax{bx(cxd)} 
schreiben laßt 

Aus (177) folgt zuletzt, daß d 

(a X b) X (c x d) - ia{b • (c x d)} + ib{a • (c x d)} 

- i(a ■ b)(c X d) 
(a X b) X (c X d) - -i-cld • (a X b)} + id{c . (a x b)} 
- i (c • d)(a X b) 

(a X b) X (c X d) + (a X b) X (c X d) - (a X c) X (d X b) 

--J-(a.b)(cxd)-i(c.d)(axb), 



(210) 
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sodaß sich der Yektorteil von (ab) (cd) jetzt wie folgt zerlegen läßt: 



(205) I 



i(a X b) X (c X d) 



(210) 



r-K» X b) X (c X d) 
\-|(a X b) X (c X d) 



(209) 



{ 



- -i-(a . d)(b X c) + |(b • c)(a x d) 
+ A(a . c)(d X b) + i(b . d)(c X a) 

_ - -i-(a • b)(c X d) - -f (c • d)(a X b) 
~ - -|-(a-d)(b X c) + i(c-b)(a x d) 
+ J(a-b)(cxd)+J(c.d)(axb) 

Ka X b) X (c X d) =i(a-d)(b x c) + i (b • c) (a x d) 

- i(a • c)(d X b) - i(b • d)(c x a) 
-|(a.b)(cxd) 

-i(c.d)(axb) 



i(a . b)(c X d) 
-Ha X b)(c . d) 



(202) 



(ab) 71 (cd) - (b • c)(a X d). 



Der Deriator des Produktes (ab) (Cd): 
(211) (ab) T] (cd) - (b • c)(a X d) 

setzt sich offenbar zusammen aus den Teilen: 

- -l-(a X b) X (c X d) 
-i-(a X b) X (c X d) 
Ka X b) X (c X d) 

- K» X b) X (c X d) 
i(a . b)(c X d) 
-KaXb)(c.d). 

Von diesen lassen sich die drei ersten durch Anwendung der Formeln 
(187) und (189) folgendermaßen umgestalten: 



(212) 



f (a X b) X (c X d) (a.d)(b X c) - (b 

+ (a.c)(dXb) + (b 
(a X b) X (c X d) - - (a.d)(b X c) + (b 

+ (a . c)(d X b) - (b 

(a X b) X (c X d) - - (a.d)(b X c) + (b 

-(a-c)(dXb)+(b 

schematisch anzugeben durch: 



(213) 



c) (a X d) 
d)(c X a) 
c) (a X d) 
d)(c X a) 

c) (a X d) 
d)(c X a), 



a 



a' b 

(a X b) X (c X d):- ^><^ | - (a X b) x (c x d): + | ^>^ 

de d 
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Aus dem Totalwert der Deviators (211) geht dann hervor, daß: 

f— }-(a.d)(b X c) - -|-(b-c)(a X d> 
- |(a . c)(d X b) - Kb • d)(c X a) 



(214) (a X b) X (c X d) 



+ -|-(a.b)(cXd) + -|-(c-d)(aXb), 



8cliematiscli darzustellen durch: .i 




Der Deviator von (ab) (cd) läßt sich also folgendermaßen zerlegen: 



(212) I 



(213) 



(214) 



(211) 



-i(a X b) X (c X d)- + i(a-d)(b X c) + 

-■i-(a.c)(dXb)- 

i(a X b) X (ex d) K»-d)(b X c) + 

+ i(a-c)(dXb)- 

i(axb)x(cXd) i(»-d)0'»Xc) + i 

-Ka-c)(dXb) + i 

-|(aXb)X(cXd)=- i(a.d)(bXc) + 

+ Ka-c)(dXb) + A 
-i(a.b)(cXd)- 
i(a-b)(cXd)-. i(a.b)(cXd) 
KaXb)(c-d)- A(c-d)(aXb) 

(ab)71(cd)-(b-c)(aXd). 



(b-c)(aXd) 
(b-d)(cXa) 

(b.c)(aXd) 
(b.d)(cXa) 
(b-c)(aXd) 
(b-d)(cXa) 

(b • c)(a X d) 
(b-d)(cXa) 
(c-d)(aXb) 



Die Produkte mit der Assoziation (• •) (• •) in den Grandmultiplika- 
tionen sind damit angegeben. Ans diesen lassen sich sämtliclie mit an- 
deren Multiplikationen ableiten. Folgende seien näher augegeben. Für 
die dyadischen und affinorischen Produkte Ton vektorischen oder deria- 
torischen Produkten von Vektoren ergibt sich: 



(216) 



(215) (axb)~l(cxd)-(a-d)(bc)+(b-c)(ad)-(a-c)(bd)-(b-d)(ac) 

( (a X b)(c X d) (a • d)(cb) - (b • c)(da) + (a • c)(db) 

+ (b • d)(ca) + 3a(a • d)(b • c) — 3a (a • c)(b-d) 

(a X b)n(c X d)- + i(a • d)(bc) + \{h ■ c)(ad) + i(a • c )(bd) 

+ Kb-d)(ac)-Ka-b)(cXd)-i(c.d)(a X b) 
-ia(a.b)(c.d) 



(217) 
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f(a X b)(c X d) 



(218) 



- Ka • d)(cb) - -l(b ..c)(da) - K» • c)(db) 
-l-(b-d)(ca)+-Ja(a.d)(b.c)+A«(a.c)(b.d) 
+ i(a . b)(e X d) + i(c • d)(a X b) 
-ia(a.b)(c.d). 



Für die Produkte in den Grundmultiplikationen von atßnorisclien 
und dyadischen Produkten Yon Vektoren ergibt sich: 



(219) 



{ 



(a^b)T(c~ld) |(a.b)(dc)— «-(c-d)(ba) + «(a.d)(b-c) 

+ |a(a . b)(c • d) 

(a • d)(bc) - (b . c)(da) 

. +-|-(a.b)(dc) + |-(c.d)(ba)-(b.c)(da) 
- (a • d)(bc) + 2a(a • d)(b • c) 
--|-«(a-b)(c."d) 



(220) (a n b) X (e n d) 

(anb)X(cnd) 
(221) 



(222) 



{ 



(ab) T (cd) - ^(a • b)(ed) + -|-(c • d)(ab) + a(a • d)(b • e) 



(207) (ab) X (ed) 
(223) (ab) X (ed) 



. -|a(a.b)(c.d) 

(a • d)(cb) + (b • c)(ad) 

- Ka • b)(cd) + |(c . d)(ab) - (b • c)(ad) 
- (a • d)(cb) + 2a(a • d)(b • c) - -*-a(a • b)(e • d). 



(224) 



(225) 



Die Produkte in den Hsuptmultiplikationen anßer (192) lauten: 

a~lb~le~|d-(a- d)(be) - (a • b)(dc) - (c • d)(ba) 

+ 3a(a • b)(c . d) 
V --(a.d)(c~|b)+(a-b)(c~ld)+(e-d)(a~lb) 
+ 3a(b . c)(a • d) — 3a(a • b)(c • d) 

(a "1 b) L (e ~1 d) (b • c)(da) + |a(a • d)(b • c) 

+ ■i-a(a . b)(c . d) 



(226) 



{ 
{ 



(ab) L (cd) - - (a . d)(cb) + i(a • b)(cd) + -\(e • d)(ab) 

+ |a(a • d)(b . c) — a(a • b)(c • d). 



Die Produkte mit den Assoziationen •{•(••)!; { (' " } > * { (' ' } ; {•("■)}* 
sind zum Teil schon mit angegeben worden. Sie leiten sich im übrigen 
in ein&cber Weise aus den Regeln der Produkte dreier Faktoren ab. Fol- 
gende Tabelle gestattet eine Übersicht der wichtigsten Produkte von yier 
Faktoren: 
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Assoziation (• •)(• •): 












• ■ • 


193—199, 


,216 


,219, 


221, 










222—226 






niün^ 


225 




• X 


202, 


203, 


204, 


208- 


■210 


HLX n 




• • X 


211- 


-214, 


,217, 


218 




LHL 


192 




X • X 


194- 


-196, 


200 






LRL 


193, 198 




XXX 


203, 


205, 


206, 


208 




L71L 


202 




X X X 


213 










LJHL 


211 




X X X 


212 










LLLj 






X X X 
X • X 


210 
194, 


195, 


197, 


201 




LUL 
LlüL 


226 




X X X 


208, 


209 








LLXL' 






XXX 


214 










AsBOziation *{■(*■)} 




• • L 


207, 


215—217, 


219- 


-225 


• • • 


') 




X 1 X 


216 










• • X 


206, 210 




X 1 X 


216 










• X X 


200 




X n X 


217 










. X X 


201 




X L X 


218 










X • • 


') 




n • n 


219 










XXX 


203, 204 




n X n 


220 










X X X 


«2 


(187) 


n^n 


221 










X X X 


s ^ p o 

'S '^ .t3 ^ 


(189) 


L . L 


222 










X X X 


C8^.g 


(177) 


L X L 


207 










X . . 

• 







L X L 


223 










X X X 




(175) 


"•"■"■l 












X X X 




(187) 


— 1 71 — 1 


224 










X X X 
XXX 


1-' ^ 
'S a 


(189) 
(177) 






225 



Die Produkte von Vektoren nnd Afflnoren nnd von AfBnoren 
unter sich. Eine erschöpfende systematisclie Darstellung der Eigen- 
scliaften sämtlicher in der Affinoranalysis möglichen Produktbildungen 



1) unmittelbar in die Assoziation (• •)(' *) überzuführen. 
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würde den Ralunen dieses Buches überschreiten. Da dasselbe nur eine 
Einführung in die Analysis bilden soll, mag die Behandlung derjenigen 
Produkte^ die in der Infinitesimalrechnung und bei den physikalischen 
Anwendungen die wichtigste Rolle spielen^ genügen. Alle anderen lassen 
sich übrigens leicht aus den bis jetzt angegebenen ableiten. 

Von den Produkten eines Ai&nors mit einem Vektor sind folgende 
zu erwähnen: 

1. Das yektordyadische Produkt: 

(227) Ab - 1^,. b + \,X X b + A, X b. 
Dieses Produkt läßt sich, da nach (173c) 

(cd)b - c(d . b) 

ist, und A als Summe dreier dyadischer Vektorprodukte geschrieben wer- 
den kann, ausschließlich mit Hilfe der Multiplikationen der Vektoranalysis 
schreiben. 

2. Das yektoraffiDorische Produkt: 

(228) A 71 b- -"l^ • b + I A, x b - A^ X b. 
Dieses Produkt läßt sich, da nach (173b) 

(cd) 71 b = c X (d X b), 

ist, unter Verwendung der Multiplikation x in ähnlicher Weise auf die 
Vektoranalysis zurückführen. Da nach (227, 228) 

^^^^^ 1 Ab-(K0A)71b 

ist, sind beide Produktformen aufeinander zurückzuführen. Überdies 
ergibt sich nach zwei Seiten die Möglichkeit, die Rechnung mit den 
einfachen Operatoren A lü und A 71 auf die Vektoranalysis zurückzu- 
führen, eine Möglichkeit, die zu dem Entstehen zweier Arten von Dyaden- 
rechnungen Anlaß gegeben hat (vgl. S. 119 u. f.). 

Offenbar gelten für diese Produkte die Beziehungen: 

^^^"^ 1 (KA) 71 b - b 71 A. 

3. Das affinorische Produkt: 

A -jb. 

Da nach (167): 

(cd) nb==c(dxb) 

ist, so ist für dieses Produkt ebenfalls eine vektoranalytisohe Ausdrucks- 
weise Yorhanden. Aus der Assoziatiyität von "H folgt: 
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(231) (ab) ~lc ~id ~1«- •• — ••• [{^ X «) x d}x e]... 

(232) (ABC...T) -|z-ABC... Y -|z, 
und aas (167): 

(233) A-\h Kb -| Af 

4. Das Tektorische Produkt: 

(234) axB-a-lB-B~la. 

Das wichtigste Produkt zweier Affinoren ist das assoziative affino- 
rische. Da nach (173c) und (192): 

(ab){(cd)e} - a(b ■ e)(d • e) - {(b • e)(ad)} e - {(ab)(ed)}e 

ist, so ergibt sich: 

I (AB)e - A(Be) - ABc 

i a(BC) - (aB)C - aBG, 
oder allgemein: 

1 (ABC...T)z-ABC...¥2 

^^^^ la(BC...Z) -aBC.Z. 

und da nach denselben Regeln: 

{(ab)e} d - (b • e)(ad) - (ab)(ed), 



(235) 



ist, so folgt: 

(237) 

oder allgemein: 

(238) 



|(Ab)e-A(bc)-Abe 
ia(bC) - (ab)C - abC, 



(ABC . . . X)yz - ABC . . . Xyz 
ab(CD . . . Z) - abCD . . . Z. 

Es gilt also die Regel: 



Regel: Ein zeichenloses Produkt von mehreren Affinoren, mit 
einem oder zwei Vektoren an einem Ende bedarf keiner Klammem. 



Reduziert sich in (235) der eine Affinor zu einem Vektor, so ergibt 

sich die Formel: 

f(A -|b)c-A(bx c) 

a(b n C) - (a X b)C. 



(239) 



(240) 



Reduziert sich der andere Affinor in derselben Weise, so folgt: 

(a -| B)c - a X (Bc) 
a(B ~1 c) - (aB) x c. 

Da nach (173c) und (202): 

a X {(bc)d} - (a x b)(c • d) - (ad) 71 (cb) - - (bc) 71 (da), 



Sohonten: Tektor- o. AffinonuiAlysli 



8 
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ist: 
(241) 



{ 



(a -| B)c - a X (Bc) - (ac) 71 B^ B 71 (ca) 

a(B ~1 c) - (aB) x c - B» 71 (ac) (ca) 71 B. 



Reduzieren sich in (235) beide Affinoren zu Vektoren, so resultiert 
die schon erwälinte Formel: 



(173b) 



f(ani>)e- 
ia(b n c) - 



(a ~\ b)e =- a X (b X c) 

(a X b) X c, 



die also ein Spezialfall von (235) isi 

Außer den assoziativen Produkten in ~~|= 



fOr die gilt: 



AHbnc, 

aHBnc, 

AB -je, 



anbnc, 

AHbnC, 
a ~1BC, 



(242) 



(243) 



a) KA ~1 b ~1 c - c -| b "1 Ai 
b)Ka~lB'~|c- c-|B4~la 

c) KA Hb ~1 C Ci -| 1) ~1 Aj 

d) KAB -je c -| BjAj, 

und Ton denen die beiden ersten nach (161b) die Umformung 

a -jb -lC-(a-b)C-baC 
A ~1 1> ~1 c =- A(b • c) - Acb 

gestatten, ist noch zu erwähnen: 

(244) a • (Bc) - (aB) • c, 

ableitbar durch Anwendung von (173c). Dieses Produkt kann, da 
nach (173c) und (198): 

a • { (bc)d } - (a • b)(c • d) - (bc) Fl (da) - (cb) Fl (ad) 

ist, noch in folgender Weise umgeformt werden: 

(245) a • (Bc) - (aB) • c - B Fl (ca) = B^ Fl (ac). 

Von den Produkten von Affinoren unter sich ist außer dem asso- 
ziatiren afßnorischen besonders das skalaraffinorische wichtig. Da 
nach (194): 

(246) AnB--|-^,.B,+ |A..B, + B,.A, 

ist; entsteht dasselbe ^ indem die Teile der Affinoren, die Ton derselben 
Ordnung sind, jede Art für sich, skalar multipliziert werden. Dieses 
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Produkt nimmt in der Affinoranalyeis eine ähnliche Stellung ein^ in bezug 
auf Arbeitsberechnungen^ wie das ekalare in der Yektoranalysis. Da 

(193) (ab) Fl (cd) - (a • d)(b • c) 

ist, laßt sich das Produkt auf die Symbole der Yektoranalysis zurück- 
führen. 

Die Produkte dreier Af&noren mit vektorischer und afGnorischer 
Multiplikation gestatten folgende Umformungen: 



I 



also: 



(A X B) X C - 2(ABC - BAC - CAB + CBA) 
A X (B X C) = 2(ABC - ACB - BCA + CBA), 



(247) { 



(A X B) X C + (B X C) X A + (C X A) X B =- 0, 
A X (B X C) + C X (A X B) + B X (C X A) = 0, 

und ferner: 

(AB)x C--^(ABC-CAB) 

A X (BC) = j(ABC - BCA), 

also* 

(AB) X C + (BC) X A + (CA) X B - 

A X (BC) + C X (AB) + B X (CA) = 0. 



(248) 



Reduzieren sich in diesen Gleichungen Affinoren zu Vektoren ^ so ent- 
stehen yerschiedene andere zum Teil schon erwähnte Formeln. So ist (180) 
ein Spezialfall von (247). 

Onmds&tse der Formiilienmg. Die bei der Ausbildung des 
Systems befolgten Grundsätze, die auch für jedes System höherer Ord- 
nung ihre Geltung behalten, seien am Ende dieses Kapitels kurz zusam- 
mengefaßt. Großen gleicher rotationaler Orientierung werden bis auf 
einen Zahlen&ktor identifiziert. Daraus folgt fär das System zweiter 
Ordnung die Existenz dreier Größenarten, nähmlich der Skahiren, Vekto- 
ren und Deyiatoren. Zu jeder dieser Größenarten gesellt sich eine Ver- 
knüpfungsweise , die in bezug auf die Addition distributiv ist, und die 
demnach als Multiplikation aufgefaßt werden darf. Von dieser Möglichkeit 
wird grundsätzlich Gebrauch gemacht, und jeder Grundmultiplikation 
sowie den Hauptmultiplikationen eigene Zeichen zugeordnet. Die Zeichen 
der Grundmultiplikationen werden so gewählt, daß sie eine einfache mnemo- 
technische Bedeutung haben. Die Zeichen der Hauptmultiplikationen sind 
möglichst einfach zu wählen, und zwar so, daß sie Zusammenstellungen 

mit anderen Zeichen zulassen. Eommutatiye Multiplikationen erhalten ein 

8* 
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Zeichen, das symmetrueh inbezng auf die reriikale Mitielliiue ist^ nicht 
kommntatiTe ein aaymmebischefl. Nnr bei x wird Ton dieser Regel ans 
historischen und praktischen Rficksichten abgewichen (rgl. S. 165). Funk- 
tionen werden auf zwei Weisen dai^estellt, nnd zwar sowohl durch einen 
Torgeschriebenen großen Yertikalbuchstaben, als durch den zugehörigen 
kleinen Buchstaben als unterem Index. Ersteres Zeichen wird rerwendet 
bei Funktionen tou Summen und Produkten, oder wenn man die Funktion 
deutlicher hervortreten lassen will, z. B. 

a • b » Sab, 

der untere Index findet dag^en Anwendung, wo einmal gebildete Funk- 
tionen Ton Ghrößen in weitere Formeln eingehen, und die Verwendung 
der großen rorgeschriebenen Zeichen, die überdies oft Klammem er- 
fordern, die Formeln zu undurchsichtig machen wurde. Z. B. schreibt 
man besser: 

Ab-}.4,.b + |A,xb-|-A^Xb 

als i 

Ab - |(8A) . b + |(VA) x b + (DA) X b. 

Aus der Verbindung der Hauptmultiplikationen mit den Funktionszeichen 
gehen die abgeleiteten Multiplikationen hervor. Die Zeichen von zwei 
derselben, "H und Ll^ die kommutativ sind, werden symmetrisch eiganzt 
zu Fl und LI. Da sich alle Multiplikationen aus den Orundmultiplika- 
tionen und Funktionen herleiten lassen, und diese beiden auf alle Größen 
des Systems anwendbar sind, gibt es im System keine multiplika- 
tiven Verknüpfungen, die ohne Bedeutung sind, und keine, die 
nicht zum System gehören. Es ist also z. B. das Produkt a x 5 gleich 
null, und nicht, wie in der herkömmlichen Vektoranalysis, bedeutungslos, 
während die Zahlen mit den Skalaren des Systems identifiziert sind, und 
es also keine dem System fremde Multiplikation von gewöhnlichen Zahlen 
mit Zahlen des Systems mehr gibt. Nur dadurch wird es möglich werden, 
die Infinitesimalrechnung vollkommen sachgemäß zu gestalten, und in ihr 
mancherlei Verwirrungen und Schwierigkeiten zu beseitigen, wie sich 
im fünften Kapitel zeigen lassen wird. Besonders wichtig für die richtige 
Ausbildung des Systems ist es, daß jede Multiplikation ihr Zeichen er- 
hält, um das Schreiben der Formeln zu erleichtem, dürfen zwar einzelne 
dieser Zeichen, soweit sie vorher genau angegeben werden, in Produkten 
unterdrückt werden, aber sie sind da und können stets zum Gebrauch 
herangezogen werden. Letzteres geschieht stets, wenn Operatoren einzeln 
zur Darstellung gebracht werden müssen, auch wenn das Zeichen sonst 

unterdrückt wird, z. B.: 

Ab, aber Atü. 
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Eine Analysis, der hier das Zeichen überhaupt fehlt, kann keinen unter- 
schied machen zwischen der Größe A und dem Operator ALü; ein 
umstand, der, wie die Erfahrung gezeigt hat, zu mannigfachen Verwir- 
rungen Anlafi geben kann. 

SohluB. Die freien Multiplikationsregeln wären damit der Haupt- 
sache nach und soweit wie es f&r praktische Zwecke vorläufig wohl 
genügt, abgeleitet, und das Prinzip ihrer Bildung angegeben. Es sind 
jetzt an Hand dieser Regeln die in der Analysis auftretenden Operatoren 
geometrisch zu deuten. Insbesondere ist dabei auf die auf Vektoren 
wirkenden einfachen Operatoren Rücksicht zu nehmen, da die mathe- 
matische Physik gerade für diese das größte Interesse hat Bei der Be- 
handlung dieser Operatoren, der Dyaden, werden wir mannigfachen 
früheren Bestrebungen, Operatoren und auch Größen zweiter Ordnung in 
direkter Weise zur Darstellung zu bringen, begegnen. Es erwächst also 
die Aufgabe, die Stellung der Af&noranalysis diesen anderen Rechnungs- 
weisen gegenüber klar zu stellen. Diese Aufgaben bleiben dem nächsten 
Kapitel vorbehalten. 



Viertes Kapitel. 

Die Dyadenriclmiiiig und die Beziehuiigeii der Affinoranalysis 

zu anderen Analysen zweiter Ordnung. 

Die vektorisoh abgeleiteten Produkte von AfBnoren mit 
Yektoren. Ist ein Affinor mit einem Vektor durch eine vektorisch ab- 
geleitete Multiplikation verknüpft, so ist das Produkt wieder ein Vektor. 

Die Operatoren: 

A xl = fx A, 

A fx =a jTI A, 
A Lü - üJ A, 
A^ -lüA 

sind also, auf Vektoren angewandt, einfache. Sie heißen in diesem Falle 
Dyaden. Da nnn, wie aus (228) und (229) hervorgeht: 

r249) (a) A7|b = (CA)iJb»(KCA)b, 

^ ^ Ib) Ab -(0A)|7b-.(K0A)7|b 

ist^ läßt sich jede Dyade entweder als A Lü oder als B xl darstellen. Es 
gibt demnach in dieser Hinsicht keine yerschiedenen Arten ron Dyaden. 
In Worten lautet (249): 

Regel: Ein Af&nor gibt mit der vektordyadischen Multiplika- 
tion lü dieselbe Dyade wie sein konjugierter unterer Affinor mit der 
yektoraffinorischen Multiplikation xl. 

Die Darstellung Alü nennen wir die normale, für diese gilt die wich- 
tige Beziehung: 
(227) Ab - |A, . b + |A, X b + A^ X b. 

Wir nennen A 71 die obere, A Lü die untere Dyade zu dem Affinor A, 
dagegen A den unteren Afünor zur Dyade A xl und den oberen zur 
Dyade A Lü. 

Leiten zwei Dyaden sich vermittels derselben Multiplikation, der 
eine von einem Afünor und der andere von seinem Konjugierten, ab, so 
heißen sie konjugiert. Da, wie aus (227) und (228) her7orgeht: 
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Ab - bAj 

xl b — b xl A^, 



80 gilt für Dyaden: 

Bei Anwendung dieser Operatoren auf andere Ghroßen als Vektoren gelten 
diese Gleichungen nicht; sie gelten eben nur für Dyaden. 

Da jeder Affinor sich als Yielfachsumme von höchstens drei affino- 
rischen oder dyadischen Vektorprodukten angeben laßt^ und 

(ab)c=-a(b-c) 
a(bc) — (a-b)c 



(173 c) 
ist, sowie 

(173 b) 



U(b 



(a "1 b)c — (ab) 71 c — a x (b x c) 
n c) — a xl (bc) — (a X b) X c, 



Gleichungen in denen rechts nur die Multiplikationen • und x auftreten, 
so ergibt sich nach zwei Seiten hin eine Möglichkeit, die Dyadenrechnung 
auf die Vektoranalysis zurückzuführen, oder umgekehrt, ausgehend Ton 
der Vektoranalysis, eine Analysis zweiter Ordnung aufzubauen. In der 
Tat sind verschiedene Autoren in dieser Weise Yorgegangen. 

Herleltnng der Produkte L und 1 iweler Vektoren und der 
Produkte lü und xl eines AfBnors mit einem Yektor ans den 
Produkten der Yektoranalysls. Als erster ist hier Graßmann zu 
nennen. Schon in seiner ersten Ausdehnungslehre (1844) führte er das 
sogenannte offene Produkt oder Lückenprodukt ein. Sind A, B und P 
Ausdehnungsgrößen, die ein gemischtes Produkt bilden, 

AB'F, 
so läßt sich dieses Produkt auch schreiben: 

WO ( ) die Lücke bezeichnet^ in welche P eingesetzt werden muß. 

nannte Graßmann nun ein offenes Produkt. Sind insbesondere a, b 
und c Monovektoren^), so ist die Kombination von Lückenprodukten 

[a().a] + [b().b] + [c().c] 

eine Oroße, die, mit Bivektoren multipliziert, dieselben in Monoyektoren 

1) Wir bezeichnen hier die Monovektoien wie gewöhnlich, Graßmann tsf- 
wendet Kuzsivbnchstaben. 
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umsetzt. Die Beziehung, in der diese Ghröße; die dieselbe rotationale Orien- 
tierung hat wie ein Tensor, zu dem EUipsoid mit den konjugierten Halb- 
achsen a, by c steht ^), wurde Yon Graßmann auch schon angegeben. Es 
ist wichtig zu bemerken, daß Gh^ßmann nicht nur die neue durch Asso- 
ziationsänderung entstehende Yerknüpfungsweise als Multiplikation be- 
zeichnet, sondern auch das entstehende Produkt als Größe und nicht nur 
als Operator auffaßt, wenn er schreibt: 

„Da dies Ellipsoid demnach der vollkommen treue Ausdruck jener 
Summe ist, so können wir auch sagen, diese Summe sei eine solche 
Größe, die ein Ellipsoid darstellt und selbst als Ellipsoid gedacht 
werden könne. Auf diese Weise nun ist der Begriff jener Summe, 
welcher anfangs nur formell aufbrät, auf seine reelle Bedeutung zurück- 
geführt.'^«) 
In der zweiten Ausdehnungslehre (1862)') behandelte Gh^ßmann die 
offenen Produkte eingehender. Besonders ging er auf die Bestimmung der 
unyeränderlichen Richtungen ein, und dehnte den Begriff auch auf Pro- 
dukte mit mehreren Lücken aus. Auch findet sich bei ihm^) eine Dar- 
stellung des Lückenproduktes als Quotient. 

Li ähnlicher Weise wurde Hamilton in seiner Quatemionentheorie 
dazu gefuhrt, in der Gleichung: 

r' - aSbr + cSdr + eSfr*) 

die Assoziation zu ändern: 

r' nannte er eine „linear Yectorfunction'^, 9? betrachtete er zunächst nur 
als das charakteristische oder Funktionszeichen einer solchen Funktion. 
Li weiterer Hinsicht erschienen ihm dann diese Zeichen auch als Opera- 
toren, deren Produkte er ableitete. Der Operator 9? Hamiltons ist also 
gleich der Dyade 

(ab + cd + ef)Li 

in unserem Sinne (d. h. mit i^ • i^ »- ~ 1). Hamilton behandelte die linearen 
Yektorfunktionen in seinen „Lectures on Quatemions^'^ und später aus- 
führlicher, in den „Elements of Quatemions''®), wo der Begriff auch auf 
Quatemionen ausgedehnt wurde. Obwohl die GraBmannsche Definition -des 

1) Vgl. S. 150. 2) 44. 1, 94. 1, S. 291. 8) 62. 1, 96. 1. 

4) 62. 1, 96. 1, S. 240 f. 

6) Vektoren sind wie gewöhnlich dargestellt. Hamilton verwendete kleine 
griechische Buchstaben. Das Zeichen der Multiplikation )g, ist unterdrückt. 

6) Hamilton verwendete für Dyaden die letzten Buchstaben des kleinen g^eohi- 
schen Alphabets xmd verknüpfte sie ohne Yerknüpfungszeichen unter sich und mit 
Vektoren. Diese Schreibweise ist hier beibehalten. 

7) 68. 1. 8) 66. 1. 
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offenen Produkts viel allgemeiner ist und die Hamiltonsche Aufstellung 
mit umfaßt; hat sich Hamilton namentlich dadurch verdient gemacht^ daß 
er mit Hilfe der Symbole q> eine schon ziemlich leicht zu handhabende 
Analysis schuf, die im Keim schon alles enthielt, was als zur eigentlichen 
Djadenrechnung in unserem Sinne gehörig betrachtet werden muß. In 
ÜbereinstimmuDg mit dem Gfrundsatze, dem auch Gauß huldigte, daß näm- 
lich eine Multiplikation keine Teiler der Null aufweisen darf, ein Grund- 
satz, der ihm auch verbot, 

Sa y b 

Va^b 

als neue Produktarten zu betrachten, faßte Hamilton auch die Ver- 
knüpfung 

aSb 

nicht als eine Multiplikation auf, die mit einem eigenen Zeichen versehen 

werden dürfte. 

Indem Gibbs die Synthesis der Graßmannsohen und Hamiltonscheu 

Auffassungen vollzog, gelang es ihm, eine sehr einfache Analysis zweiter 

Ordnung aufisubauen, und zwar in folgender Weise. Die Gibbssche Yek- 

toranalysis hat das +- Zeichen für die Quadrate der Einheitsvektoren, 

und stellt das skalare Produkt (von Gibbs „direct product'^ genannt) 

durch • dar. Dieses Zeichen kann nur zwischen Vektoren Verwendung 

finden. Die Multiplikation von Zahlen und Vektoren hat bei ihm kein 

Zeichen. Es stellt demnach 

ab • c 

bei ihm ohne Zweideutigkeit dar, was wir schreiben: 

(173c) a(b.c)-(ab)c. 

Gibbs änderte nun, ebenso wie Hamilton, die Assoziation in diesem Pro- 
dukt, behielt aber die Zeichen an derselben Stelle. Dadurch gewann er 
den Vorteil, E^lammem überhaupt entbehren zu können: 

(252) (ab) . c = a(b . c) =- ab . c . 

Eine Summe: 

ab • g -}- cd • g -}- ef - g 

konnte er da schreiben: 

(263) (ab + cd + ef ) . g - CD . g.*) 

1) Gibbs verwendete für Vektoren kleine griechische Bnchitaben, sein Sohdler 
Wilson später Elarendonbnchstaben. Beide verwendeten fOr Djaden g^fie grie- 
chische Bachstaben. 
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Durch die Art der Ableitung identifizierte er dabei aber die Multi- 
plikation von Affineren mit Vektoren mit der skalaren Multiplikation 
und ließ die neue Verknüpfung zeichenlos (vgl. S. 116). Diese neue Ver- 
knüpfung faßte Gibbs in Anschluß an Graßmann als Multiplikation auf 
und nannte das Resultat, was wir also einen Affinor nennen, eine Dyade. 
Eine Summe von mehreren Dyaden, ein allgemeiner Affinor also, nannte 
Gibbs „dyadic'^ Über die Natur dieser Dyadics schreibt er: 

„The dyadic is practically the linear vector Operator regarded as 
quantity. More exactly it is the multiple quantity of the ninth order 
which affords various Operators according to the way in which it is 
applied."^) 

Er faßte die Dyadic also mit Graßmann als Große auf.^) Das neue Pro- 
dukt bezeichnete er mit dem Namen >determinate producf", indem er 
sich dabei auf die Yon Graßmann') definierte Multiplikation bezog, bei der 
die Produkte der Einheiten keinen besonderen Bedingungen unterworfen 
sind^) (vgl. S. 5). Mit ,4^determinate'^ will Gibbs ^) also sagen: keinen 
besonderen Bedingungen unterworfen. Wilson hat diesen Ausdruck aber 
später folgendermaßen zu erklären gesucht: 

,,The reason for the term indeterminate is this. The two products 
a • b and a x b have definite meanings. One is a certain scalar, the 
other a certain yector. On the other hand the product ab is neither 
yector nor scalar — it is purely symbolic and acquires a determinate 
physical meaning only when used as an Operator^' ') 

eine Erklärung, die wir für weniger richtig halten, weil sie erstens der 
ursprünglichen Gibbsschen Auffassung nicht entspricht, zweitens ab eine 
ebenso „definite meaning'^ hat, eben „a certain dyadic^ ist, die Dyadics 
aber nach Gibbs's eigener Erklärung ebenso berechtigte Größen sind wie 
Skalare und Vektoren, und drittens, weil auch die Dyadic als Gh-öße eine 
ganz bestimmte physikalische Bedeutung haben kann. Übrigens betrachtete 
auch Wilson, wie aus seinem interessanten Aufsatz über das System von 
Burali Forti und Marcolongo hervorgeht^), die Dyadics als Großen und 
bezog sich seine Aussage wie es scheint also nur auf ihre physikalische 
Bedeutung. 



1) 93.4, 06.1, S. 179. 

2) Die 1912 von Barali Forti und Marcolongo gemachte Bemeikung, es sei 
überhaupt nicht zu entscheiden, ob Gibbs mit seiner Dyade eine Größe oder einen 
Operator gemeint hat (12.8, S. 17) erweist sich also als unbegründet. 

8) 66.1, siehe auch 76.1, S. 17 f. 4) 86.1, 06.1, S. 109. 

5) 01.2, S. 272. 6) 01.2, S. 272. 

7) 10.7, namentlich S. 429-481. 
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Dagegen hat 0. Jaumann 1905 ausdrücklich betont, daß die Dyadics, 

für die er den Namen Dyaden yerwendet, ,,ebenso große geometrische und 

physikalische Bedeutung'^ haben ^^wie die 6raßmann sehen Produkte'^ Er 

betrachtet sie als ^^ebenso reale^ ihrer Oröße, Form und Lage nach 

Yorstellbare Gebilde" und sie sind ihm „keineswegs" „nur symbolische 

analytische Operatoren."^) Jaumann hat zuerst Ton der zweiten möglichen 

Zurückführung der Analysis zweiter Ordnung auf Symbole der Vektor- 

analysis Oebrauch gemacht. Im Gegensatz zur gewöhnlichen Gibbsschen 

Dyade, Yon ihm „skalare" oder ^^neare" Dyade genannt, und dargestellt 

durch: 

a-,b (der Affinor ab) 

definierte er als „planare" oder „rotorische" Dyade: 

a ^ b (der Affinor a "1 b) 

durch die Assoziationsänderung: 

f(a 5* b) -c«« a X (b X c) 

^^^*^ lc.(ayb)-(cx a)xb 

für jeden Vektor c. Die affinorische Multiplikation yon Vektoren stellte 
er also dar durch ^ und identifizierte er wie Gibbs durch die Art der 
Ableitung die vektordyadische Multiplikation mit der skalaren. 

Zu den Gibbsschen und Jaumannschen Identifizierungen der Multipli- 
kationen zwischen Größen höherer Ordnung und Vektoren mit bekannten 
Multiplikationen der Vektoranalysis hat F. Jung 1909 die sehr richtige 
Bemerkung gemacht^ daß es nicht zu erwarten ist, 

„daß man mit den yerschiedenen Multiplikationsmöglichkeiten zwischen 
Vektoren auch gerade die Multiplikationsmöglichkeiten zwischen Vek- 
tor und Dyade Tor sich hat".*) 

Er möchte also hier andere Zeichen einführen und etwa schreiben 

(a 5 b) I • c 
(a'<b)|.c, 

oder, was ihm noch berechtigter vorkommt, den Unterschied zwischen 
linearer und planarer Dyade in die jedesmalige Verknüpfungsweise mit 
dem Vektor c und nicht in die Verknüpfungsweise zwischen den Vektoren 
a und b legen. Er schreibt also: 

(a, b) I . c 
(a, b) x X c 

and sieht in dieser Formel jedesmal dieselbe Dyade, die nur das einemal 

1) 06.6, S. 28. 2) 09.16, 8. 888. 
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linear^ das anderemal planer y^genommen'^ wird, je nachdem sie in der einen 
oder in der anderen Weise anf c wirkt. Es ist nun bemerkenswert, daß 
die Afßnoranalysis in der Tat beiden Meinungen, der Jaumann sehen so- 
wohl wie der Jungschen einen Platz zuerkennt, denn es ist nach (173 b) 
nicht nur: 

(aLb)Uic-a(b-c) 
(a n b) Ui c — a X (b X c), 

wodurch die Jaumannsche Ansicht eine Bestätigung erfährt, sondern auch 

'(aLb)lüc-a(b-c) 
(a L b) xl c — a X (b X c), 

wie Jung es verlangt. Dies findet seinen Grund offenbar darin, daß zwei 
Vektoren zwei Affinoren bestimmen, einen oberen durch H und einen 
unteren durch L-, und daß femer, nach der S. 118 angegebenen Regel, 
der untere mit der vektoraffinorischen Multiplikation dieselbe Dyade (in 
unserem Sinne) bildet, wie der obere mit der vektordyadischen Multi- 
plikation: 
(249a) A71b-(KCA)USb. 

Damit fällt dann aber auch die Unterscheidung zwischen linearer 
oder skalarer und planarer oder rotorischer Dyade^), und die einzige Frage, 
die hier noch Sinn hat, ist die, ob eine gegebene Dyade zu einem ge- 
gebenen AS&aoT etwa die untere oder die obere Dyade isi 

Die Jaumannsche Entdeckung der neuen Yerknüpfiingsweise von 
Vektoren bedeutete einen ganz besonderen Fortschritt Wie wir im sechsten 
Kapitel (namentlich S. 216 ff.) sehen werden, gestalten sich die Formeln 
der Mechanik erst durch die Anwendung dieser Verknüpfungsweise in 
vollkommen adäquater Weise. Im übrigen ist die Jaumannsche Analysis 
bis auf einige Abweichungen der Notation, die wir teilweise noch be- 
rühren werden, der Oibbs sehen gleich. 

Auch Jung betrachtete die Größen höherer Ordnung als vollkommen 
gleichberechtigt. Der Name „Dyade^ erinnert immer an das durch As- 
soziationsänderung entstandene Produkt zweier Vektoren, während doch 
die allgemeine Gtrö&e bis zur zweiten Ordnung nicht als ein solches Pro- 
dukt, sondern und nur als Produktensumme dargestellt werden kann. 



1) Der Fortfall der Beseichnangen linear und planar, die hier in einer von 
der ursprüngliclien (Gibbiachen) ganz abweichenden Bedentong (vgl. S. 145) ver- 
wandt werden, und ebenso der Fortfall der Bezeichnungen skalar und rotorisch, 
wo weder von einem Skalar noch von einer Rotation die Rede ist, dürfte wohl 
als ein besonderer Vorzug bezeichnet werden. 



Ableitungen von Borali Forti und Marcolongo 125 

Jung schlug daher für die allgemeine Größe den neuen Namen ;,Affinor^' 

Tor^): 

„Die Benennung ^^Dyade'^ für $ haftet ganz an dieser doch immer- 
hin zufälligen Darstellungsweise; während der Afünor eine 7on dieser 
ganz unabhängige Größenart bedeutet wie der Vektor und Skalar/'*) 

Obwohl die Bildung neuer Multiplikationen durch Assoziatioos- 
Änderung als ein großer Fortschritt betrachtet werden muß^ weil eine 
Analysis zweiter Ordnung zunächst wohl nur auf diese Weise entstehen 
konnte, ist die Identifikation von Uü mit einer Multiplikation der Vektor- 
analysisy wo uns jetzt die eigentliche Natur dieser Yerknüpfangsweisen 
bekannt ist, nicht länger aufrecht zu erhalten. 

Burali Forti und Marcolongo haben yersucht, ein eigenes System 
zweiter Ordnung aufzubauen. Ihre Analysis befaßt sich nur mit den Ope- 
ratoren, die eine affine Transformation yon Vektoren herbeiführen. Diese 
Operatoren, die wir Dyaden nennen, nennen sie „omografie yettoriali'^ 
Afünoren kommen also in ihrer Analysis nicht vor. Die Verbindung 
zweier Vektoren zu einer Dyade: 



schreiben sie: 




(ab)l2i 


sodaß 




H(b, a), 


(265) 




H(b, a)c»a(b- 


an die Stelle 


Ton 




(173 c) 




(ab)c — a(b • c) 



triti Sie gelangen hierdurch zu einer äußerst komplizierten Notation. 
Daß es da, wo man die Multiplikationen • und x wirklich als Multipli- 
kationen auffaßt, keinen Sinn hat, die höheren Multiplikationen X usw. 
und die Kombinationen wie «, |_, H nicht in derselben Weise zu be- 
handeln, mag dem Leser auf den vorhergehenden Seiten deutlich geworden 



1) Dieser Name, der uns sehi glücklich gewählt erscheint, ist auch im vor- 
liegenden Buche ausschließlich verwandt. Da wir dabei überall prinzipiell unter- 
scheiden zwischen den Größen und den zugehörigen Operatoren, war noch ein 
Name für die häufig vorkommenden einfachen Operatoren der Form 

AUi«Bxl 

nötig. Hier haben wir das Wort „Dyade** gewählt. Allerdings ist dieses Wort dabei 
nicht im Sinne seines Urhebers gebraucht. Da es aber, dem besseren Ausdruck 
„Affiner** gegenüber, doch in Fortfall käme, erscheint es nicht unangemessen, es 
in etwas veränderter Bedeutung beizubehalten, zumal es sich durch Kürze und 
Wohllaut unterscheidet. 
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sein. Vom Standpunkte einer durchgehend einheitlichen Behandlung sämt- 
licher Größen höherer Ordnung ist eine Bezeichnung wie: 

H(b, a) 

also durchaus unsachgemäB zu verwerfen. Aber, auch ohne auf diese 
Beziehungen zurückzugehen, ist es klar, daß in dieser Schreibweise kein 
Fortschritt der Gibbs sehen gegenüber zu erblicken ist. 

Die Behandlung der Dyadenrechnung weicht ferner insoweit Yon 
der Gibbs sehen ab, daß zunächst^) verschiedene Eigenschaften der Dya- 
den abgeleitet werden ^ bevor dieselben durch das Funktionszeichen H 
auf Vektoren zurückgeführt werden.*) Diese Ai*t der Darstellung, die mit 
der schon in Kapitel I zur Sprache gebrachten persönlichen Vorliebe der 
Autoren für koordinatenfreie Ableitungen zusammenhängt, ist alles weniger 
als einfach und könnte übrigens bei jeder anderen Notation auch gewählt 
werden. Außer einigen kleinen Änderungen der Notation, die teilweise 
als Fortschritte der Gibbs sehen Analysis gegenüber zu betrachten sind, 
und an anderen Stellen vermerkt wurden (vgl. S. 138, 143, 208 flf.), ist das 
System ferner im wesentlichen dem Gibbs sehen gleich. Die Autoren haben 
den Gebrauch des Systems, durch Verwendung der komplizierten Nota- 
tion für das Gibbs sehe Produkt und durch Nichtbeachtung des Jaumann- 
schen Produktes zweier Vektoren, sehr erschwert, und sich, indem sie 
sich im Gegensatz, zu allen früheren Autoren außer Hamilton bloß auf 
Operatoren beschränkten, den Weg zur richtigen Ausbildung ihrer Ana- 
lysis verschlossen. 

Dies ist um so mehr zu bedauern, da sie sich im übrigen durch das 
Ausrechnen vieler nützlicher Beziehungen der Analysis zweiter Ordnung, 
sowie durch verschiedene hübsche geometrische and physikalische Anwen- 
dungen verdient gemacht haben. Daß sie ihre Notation als die einzig 
richtige der klaren und einfachen Gibbs sehen gegenüberstellen und über 
letztere nur die schärfsten Urteile sprechen können, ist geradezu erstaun- 
lich. Urteile wie: 

„Cette th^orie de Gibbs, consideree comme une des premiöres ten- 

tatives, a eu certainement sa valeur/' 

„Mais leur valeur reelle est presque nulle."*) 

„. . . ainsi pour Gibbs toute homographie dopend de neuf vecteurs, 

dont trois sont fixes; tandis que pour nous une homographie est ind^ 

pendante de tout vecteur de reference." 

„En resume, les notations de Gibbs sont en condradiction avec les 

lois fonctionelles, claires, simples et fecondes de Hamilton; et les par- 

1) 09.12, S 1 tind ente Hälfte § 2. 

2) Dies geschieht erst auf S. 20. 3) 11.1, S. 277. 
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ties utiles et pratiques de sa theorie des transformations lineaireB re- 
stent cachees sous un symbolisme incommode et incorrect/^ 

„Ces d^fauts arrivent ä un maximum dans Touvrage de M. Jau- 
mann."^) 
sind doch zum mindesten als* sehr ungerechtfertigt zu bezeichnen und 
wären wohl am wenigsten geeignet eine Einigung in den vektoranalyti- 
schen Bezeichnungen herbeizuführen. 

Die Dyade als Zeichen einer af&nen Transformation. Da 

jeder Affinor A sich nach (118), (129) und (145) ausdrücken läßt in den 
9 algebraischen Einheiten: 

(256) Iii iiij, Ij, - - igis, l82 UU, cjcL , 

setzt die Dyade A Lü nach (173c) einen Vektor r in einen Vektor r' um 
mit den Komponenten 

(257) I r/ « Ä^^r^ + ^„fj + Ä^^ r^ 

\r3 = -^81^1 "T -^82^2 "t" -^88^8* 

Ihre Wirkung läßt sich kurz angeben durch die Tabelle 



An 


-^12 


-^13 


-^21 


-^2 


^« 


-^31 


-^82 


^8- 



Die Situationsänderung des Endpunktes des allgemeinen Vektors 
entspricht also einer affinen Transformation des Raumes, und jede Dyade 
ist demnach einer solchen Transformation eindeutig zugeordnet. Da ein 
Affinor entweder als Vor- oder als Nachfaktor und entweder mit |jc oder 
mit xl eine Dyade ergeben kann, entsprechen jedem Affinor A vier affine 
Transformationen: AUljAxl, A^U^Afl^. 

Soll es bei der affinen Transformation 

ALü 

einen Vektor r geben, der seine Richtung beibehält, so muß 

Ar ^ ÄTy 

(258) und also 

sein, oder, in Koordinaten: 
1) 12.2, S. 280. 
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^18 



A^ 



8 



-^88 -^ 



«0. 



(259) Är^ — Ä^^Vj^ + ^„r, + J^r, 

l^rj « ^ifj + A^.r^ + -^88^8? 

wo Ä eine gewöhnliche Zahl ist. Diese Gleichungen sind nur dann nach 
den r auflösbar^ wenn ihre Determinante verschwindet: 

(260) ^„ At-^ 

Dies ist eine Gleichung dritten Grades in Ä, die entweder eine oder 
drei reelle Wurzeln hat. Die Wurzeln bestimmen jede eine unveränder- 
liche Richtung. Im ersten Falle können zwei derselben oder auch alle 
drei zusammenfallen, im zweiten Falle sind zwei der Richtungen kom- 
plex. Jedenfalls ergibt aber der Affinor 

(A-^^,)(A-L^)(A-ij.), 

der zwei komplexe Faktoren enthalten kann^ mit jedem beliebigen Vektor 
yektoraffinorisch multipliziert Null und ist also selbst Null: 



(261) 



(A-l^,)(A-i^,)(A-^^) = 0.^) 



In dieser Gleichung ist die Summe der drei Wurzeln Ä^^ A^ und A^, 
wie aus (260) hervorgeht, gleich der Summe der Hauptminoren erster 
Ordnung der Determinante 



(262) 



'11 



12 






18 



^»8 



'81 -'-^8« -^88 

also gleich dem ersten Skalar oder kurz Skalar von A: 

(263) A, + A, + A^^ A,^ + ^, + ^3, = S A - A,, 

Ebenso ist die Summe der zweifaktorigen Produkte der Wurzeln gleich 



1) Sind die Wurzeln A^ , Ä^ nnd A^ nnd demnach die drei unTer&nderlichen 
Richtungen verscliieden, so ist die Gleichung (261) unmittelbar evident. Aber auch 
bei gleichen Wurzeln bleibt sie gültig, wie in der Theorie der Matrizen, Cajlej 
58.1, Sylvester 84.3, Taber 90.1, Whitehead, 98.1, S. 248, der Theorie der linearen 
Substitutionen, Frobenius 78.2, sowie in der allgemeinen Theorie der assoziativen 
Zahlensysteme (Vgl. 14.1, S.a;-j-41 ff.) mannigfach bewiesen ist. Ein sehr einfacher Beweis 
ergibt sich, wenn man den Affinor in der ersten ISormalform schreibt (vgl. 8. 129). 
Die Qleichung ist für ursprüngliche Systeme beliebiger Ordnung zuerst aufgestellt 
von Cayley, 68.1. Er nannte sie „identical equation^^ Sie wird jetzt wohl meist 

die charakteristische Gleichung des Zahlensystems genannt(Vgl. 14.1, S.jc-f- 18)- 
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der Summe der Hanptminoren zweiter Ordnung. Diese Summe wollen 
wir den zweiten Skalar von A nennen: 



(264) A^Ä, + A,A, + Ä,Ä, 



I A A 



I 



11 -^lÄ 



+ cycl. — S,A =- j1,,. 



(265) A-^^- 



SjA — A^. 



A^^A^ 

Schließlich ist das dreifaktorige Produkt der Wurzeln gleich der Deter- 
minante selbst^ die wir fortan als dritten Skalar des Affinors A ansprechen: 

-dji -4^2 A^i 
A^ A^^ A^ 

I ^1 -^Ä -^«s 

* 

Die charakteristische Gleichung (261) laßt sich also schreiben: 

(266) A»-» -4.A«-' + ^^ A - -^^^ - 0. 

Klafifimiriemng der AfBnoren. Hat die Gleichung (260) drei 
verschiedene Wurzeln, und sind a, b und e drei beliebig große Vektoren 
in den drei unveränderlichen Richtungen von ALI ; bo läßt sich der Affi- 
nor A offenbar wie folgt darstellen: 

(267) A-^a-J^i^ + ^b-^^ + 4,c-J^^. 
^ ^ ^ a.(bxc) ' ^ a-(bxe) ' ^ a»(bxo) 

Nennt man mit Oibbs — -^ — -r, cyd., die zu a, b und c reziproken Vek- 
toren, und bezeichnet man sie kurz mit a', b' und c', so ist also die all- 
gemeine Form des Affinors mit drei verschiedenen unveränderlichen Rich- 
tungen: 

(268) A - ^^aa' + ^bV + ^cc'.^ 

Wir wollen diese Form die erste Normal form des Affinors nennen. 
Sind die unveränderlichen Richtungen alle reell, so kommt die Trans- 
formation einer nach drei Richtungen verschieden starken Längenände- 
rung gleich.^) Sind zwei der Richtungen komplex, so bleibt die durch 
diese Richtungen bestimmte reelle Ebene bei der Transformation unver- 
ändert. Die in ihr enthaltenen reellen Richtungen wechseln aber alle 
ihren Ort.^ Ein Spezialfall dieser Transformation ist die Drehung um eine 
Achse, die Ebene der komplexen unveränderlichen Richtungen steht dann 
senkrecht auf der reellen unveränderlichen Richtung (vgl. S. 147). 

1) Die Zahlen aa\ bb^ ce' bilden eine Hauptreihe des Syatems in ^ (vgl. 
S. 17), and umgekehrt läßt sich jede Hauptreihe des Systems in diese Form bringen. 

2) Gibbs nannte den Affiner in diesem Falle ein „tonic*'. 

3) Gibbs nannte den Affinor in diesem Falle ein „cjdotonic^S 

Sohouten: Vektor- u. Affinor»nalyBiB 9 



{ 



130 I^- "Kxp. Die Djadenrechnimg ubw. 

Hat die Gleichung zwei gleiche Wurzeln ^ »- Ji^, so kann keine 
Wurzel komplex sein^ und es ergeben sich zwei Möglichkeiten. Entweder 
macht A^ auch alle ünterdeterminanten zweiter Ordnung von (260) zu 
Null odjBr nicht. Im ersten Falle sind die beiden Gleichungen 

die die zu A^ gehörige unveränderliche Richtung bestimmen, von ein- 
ander abhängig. Alle Linien der durch sie bestimmten Ebene sind also 
unveränderlich, und der Af&nor läßt sich auf unendlich viele Weisen an- 
geben als: 
(269) A =- ^1 aa' + ^,(b V + ccO, 

wo b und C zwei beliebige Vektoren in dieser Ebene, a ein Vektor in der 
zu Ä^ gehörigen Richtung, und Ä^A, A^h und A^e die aus a, b und C 
durch die Transformation entstehenden Vektoren sind. Offenbar ist in 
diesem Falle 

(A— i.4,)(A-4^)-0 

die charakteristische Gleichung also zweiten Ghsdes. Die Transformation 
A Lü ist eine Längenänderung in der Richtung von a, verbunden mit einer 
nach allen* Seiten spezifisch gleichen Längenänderung in der diese Rich- 
tung nicht enthaltenden Ebene von b und c, also ein Spezialfall von (268). 
Im zweiten Falle bestimmt A^ eine einzige unveränderliche Richtung, 
die charakteristische Gleichung von A bleibt dritten Ghrades: 

und es läßt sich zeigen, daß der Afßnor sich schreiben läßt als: 
(270a) A - ^aa' + ^(bb' + cc') + i>bc'.0 • 

Die Transformation ist eine Längenänderung in den Richtungen von a 
und b, die zugleich den Vektor c umsetzt in A^C +p\i, also erstens seine 
Länge im selben Maß wie b ändert, und dann seinen Endpunkt parallel 
zu b verschiebt.*) Da die Vektoren a', b' + gc', c', wo q eine beliebige 
gewöhnliche Zahl ist, offenbar reziprok zu a, b, c — qh sind, und A in 
der Form: 

(270b) V 2<y / 

1) Vgl. z. B. Wilson Ol. 2 S 366 u. f. 

2) Gibbs nannte den Af&nor in diesem Falle ein ,,8imple shearer*^ 
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geechrieben werden kann, kann man dem Affinor A mit einem in Normal- 
form geschriebenen Affinor so nahe kommen, wie man wilL Es ist die 
Form (270) also als ein Grenzfall der ersten Normalform (268) zn be- 
trachten. 

Hat die Gleichung (260) drei gleiche Wurzeln Ä^^ so ergeben sich 
drei Möglichkeiten. Entweder macht Ä^ aUe Unterdeterminanten erster 
und zweiter Ordnung zu Null, oder nur alle zweiter Ordnung, oder auch 
letztere nicht. 

Im ersten Falle sind alle Richtungen unveränderlich, A laBt sich 
sehreiben als 

(271) A « ^(aa' + b V + ccO - 4" ^i' 

ist also eine gewöhnliche ZahL Die charakteristische Gleichung ist 
ersten Grades. Die Dyade AUi entspricht einer gleichmäBigen Längen- 
änderung nach allen Richtungen, ein Spezialfall von (268). 

Im zweiten FaUe bestimmt Ä^ eine Ebene mit nur unyeränder- 
liehen Richtimgen, die charakteristische Gleichung ist zweiten Grades, 
und es läßt sich zeigen, daß A geschrieben werden kann: 

(272) A « ^(aa' + bb' + cc') +phe\ 

Die Transformation entspricht einer nach allen Richtungen gleichmäßigen 
Längenänderung, gefolgt durch eine Verschiebung der Endpunkte aller 
Vektoren, die nicht in der Ebene ab liegen, in der Richtung von b, ein 
Spezialfall von (270), und also auch Grenzfall von (268). 

Im dritten Falle bestimmt Ä^ eine unveränderliche Richtung, die 
charakteristische Gleichung ist dritten Grades, und es läßt sich zeigen, 
daß A geschrieben werden kann: 

(273) A - .4i(aa' + bV + cc^ +i>iab' + p,bc'. 

Die Transformation entspricht einer gleichmäßigen Ausdehnung gefolgt 
durch zwei Verschiebungen der Endpunkte der Vektoren, die nicht in der 
Ebene ca bzw. ab liegen.^) In ähnlicher Weise wie auf S. 130 ist dar- 
zutun, daß die Form (273) ein Grenzfall der ersten Normalform (268) ist. 
Jeder Affiner kann also, genau oder mit beliebiger Annäherung, in 
die erste Normalform gebracht werden.^ 

1) Gibbs nannte den Affiner in diesem Falle ein „complex Shearer". 

2) Es ist dies ein Spezialfall eines allgemeinen Gesetzes, welches besagt, daß 
jede Zahl eines ursprünglichen Systems und also auch jede Zahl eines assoziativen 
Systems überhaupt, entweder genau oder mit beliebiger Annäherung, als Yielfach- 
summe von zu irgendeiner Hauptreihe gehörenden Einheiten geschrieben werden 
kann. Das Mittel der Koeffizienten dieser Einheiten ist der Tabersche Skalar der 
Zahl (vgl. 14. 1 S. a; + 61). 

9* 
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Ist der Affinor A ein Tensor^ so werden Ä^^, Ä^^ und Ä^^ nnll, und: 

Der Dyade A |Ji entspricht dann die Transformation: 



^11 


Af 


Ai 


-^la 


-Ajj 


^M 


Ai 


^ 


-^88 



und die Gleichung (260) hat jedenfalls drei reelle Wurzeln. Die durch 
diese gegebenen Richtungen stehen senkrecht aufeinander, und sind zu* 
gleich Hauptrichtungen der Bichtungsfläche des Tensors: 

(135) Ä^,x^ + cycl. + 2A^^y0 + cycL - ± 1, 

deren Gleichung^ afGnoranaly tisch geschrieben, lautet: 

(274) r . (Ar) « (rA) • r - T 1. 
Die Gleichung (268) geht Aber in: 

(275) A A«t)»o - -4,bobo - A^%%, 

wo a^y bo; Cq drei unter sich senkrechte Einheitsvektoren sind, die offen- 
bar ihren Beziproken dem Betrage nach gleich^ aber entgegengesetzt ge- 
richtet sind. 

Die swelte Normalform eines AfBnore. Bekanntlich existieren 
zu jeder affinen Transformation drei unter sich senkrechte Bichtungen^ 
die bei der Transformation senkrecht bleiben.^) Sind die Einheitsvektoren 
in diesen Bichtungen vor und nach der Transformation AUü : 

^7\^ % ^zw- »o'^ Ky %'} 

die beide ein Bechtssystem bilden mögen, so kann man den Affiner A 
also schreiben: 

(276) A ^^a^X - ^n V»»o - Aii«o'«o> 

wobei eine oder zwei der Koeffizienten null werden können. Man kann 
es so einrichten, daß die nicht null werdenden stets entweder alle positiv 
oder alle negativ werden. Denn hat z. B. Äj^ ein anderes Zeichen als 

Äj^ und A^^j so kehre man bg und Cq um, das System a^, b^, G^ bleibt 

dabei Bechtssystem. Da nach (276) a^ durch die Transformation A Li in 
Ä^Biq' übergeht usw., gibt es also zu jeder Dyade ein rechtwinkliges 
Bechtssystem, das entweder in ein Bechts- oder in ein Linkssystem über- 
geht. Jeder Affiner laßt sich demnach angeben als: 

1) Vgl. E. B. Wilflon 01.2, S. 802 f. 
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(276) A ^laoX - ^uK\ - ^ni^o'^o; 

wo a^, b^, Cq und a^', b^', C^' rechtwinklige Rechtssysteme von Einheits- 
vektoren, und -4j, jIjj und -4jjj entweder alle + oder alle — sind. Diese 

Form wollen wir die zweite Normal form nennen. Die Koeffizienten 
Ajy Ajj. und -4jjj sind nicht gleich A^y A^ bzw. A^^ wohl aber ist: 

(277) A^A^A^^A^A^A^^S^k, 

Die sechs Richtungen von a^, bo, % und Sq', bo', t'^ heißen die Haupt- 
richtungen des Af&nors A und derDyaden k\^ und A^. Im allgemeinen 
sind sie eindeutig bestimmt, nur in Spezialfällen nicht. Reduziert sich 
der Affinor z. B. zu einem Vektor, so kann man für a^, bo, C^ alle recht- 
winkligen Rechtssysteme nehmen, bei denen der Vektor in einer der Rich- 
tungen liegt. Reduziert er sich zu einem Skalar, so genügt offenbar 
jedes Rechtssystem. Ist der Affinor ein Tensor, so fallen die Systeme 
a^, bo, % und a^', b^', c^' zusammen, und die zweite Normalform (276) 
wird mit der ersten: 

(275) A - - ^laoBo — A^W — A^%t^ 

identisch. Ein Tensor hat also nur drei Hauptrichtungen, die zugleich 
seine unveränderlichen Richtungen sind. 

Die Produkte von Dyaden. Die affinen Transformationen bilden 
eine Gruppe, d. h. zwei nacheinander wirkende sind durch eine einzige zu 
ersetzen. Dieses Gesetz findet seinen Ausdruck in der schon S. 113 ab- 
geleiteten Formel: 

(A(Bc)-(AB)c-ABc 

(aB)C-a(BC)-aBC. 



(235) 



Die Dyade, die zwei nacheinander wirkende Dyaden ersetzt, nennen wir 
ihr Produkt. Wir können dann die Regel aussprechen: 

Regel: Der obere Affinor eines Produktes zweier Dyaden ist das 
affinorische Produkt der oberen Affinoren der Faktoren. 

Ein so einfaches Gesetz besteht nicht für die unteren Affinoren, und die 
Normalform einer Dyade: 

gewinnt dadurch einen besonderen Vorzug der Form: 

A3n 

gegenüber. 
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Bei Hamilton, der cur assoziative Multiplikationen kennt^ ergibt sich 
das Produkt yon D jaden von selbst aus der Formel: 

Da sowohl 9? wie ^ Operatoren sind und also das Multiplikationszeichen 
schon mit einschließen, sind weitere Zeichen überflüssig. 

Bei Gibbs entsteht das Produkt durch die Assoziationsänderung: 

O . (Y . a) « (O . V) . a - O • V . a, 

wobei jetzt auch die af&norische Multiplikation von Affineren unter 
sich mit der skalaren Multiplikation identifiziert wird. Bei Burali Forti 
und Marcoloi^o erübrigt sich wie bei Hamilton das Multiplikationszeichen. 

Die Produkte von Operatoren ftberhanpt. Der Begriff des Pro- 
duktes erhält durch die Multiplikation von Operatoren eine Erweiterung. 
Sind im allgemeinen zwei Operatoren -^ und 5^ -^ gegeben, wo -^ 
und -^ beliebige Multiplikationen andeuten mögen , so kann man das 
Produkt definieren als den Operator ß, -^, für den, bei Anwendung auf 
jede beliebige Große ^ des Systems, gilt: 

a> -»^ (5^ -^ A) - ü -«^ A, 

und demnach schreiben: 

Nun ist aber ein solcher Operator nur in Spezialfällen vorhanden, wie, 
wenn -^ — -^ = "^ und 0, ^ und ^ Affinoren sind, oder wenn 
-*-o — -^ = lü, O '^^ ^ Affinoren sind und J^ ein Vektor. Im all- 
gemeinen läßt sich der Operator nicht angeben, und die Gleichung 

wäre dann nur als Definition einer neuen Art Operatoren zu betrachten, 
die sich nicht in eine Große und eine Multiplikation, die beide bekannter 
Art sind, zerlegen läßt. Da solche Definitionen eine Vergrößerung des 
Zeichenbestandes der Analysis fordern, sind sie mit Vorsicht zu ver- 
wenden. Es empfiehlt sich vielmehr, nur dort Produkte von Operatoren 
zu gebrauchen, wo diese schon tatsächlich im System existieren. 

Andere Produkte von Operatoren, die nicht wirklich das Nachein- 
anderwirken der Faktoren ersetzen, sind überhaupt zu verwerfen. Defi- 
niert man z. B. als das -^ Produkt von A -^ und b 





(O-J 


K,)-l<,(^^ 


o)-(0-i 


■o5P)' 


oder auch: 






-(«»^ 


^ m. 



Produkte von Operatoren 
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80 ist dies dem distributiven Gesetz nach ja allerdings möglich^ wir haben 
in Wirklichkeit aber mit einem Produkt der Größen und ^ mit oder 
ohne beigefügter Multiplikation zu tun^ dessen Aufifassimg als Produkt 
Yon ^ -^ und ^ -^ nur Verwirrung stiften kann. 



Der Besiproke eines AfBnors nnd der BinheltsafBuor I. 

Führt eine Dyade A US einen Satz von drei nicht komplanaren Vektoren 
wieder in nicht komplanare über, so gilt dasselbe offenbar fUr jeden 
solchen Satz. Es gibt dann keinen Vektor^ der durch die Wirkung der 
Dyade zu Null gemacht wird. Der zugehörige obere Affiner A kann dann 
in n kein Teiler der Null sein, denn wäre z. B.: 

rAB»o 

B^O, 

so gäbe es sicher irgendeinen Vektor e, so daß: 

ABc-«0 

Bc^O 

wäre, der Vektor Bc würde also von A zu NuU gemacht werden. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß A kein Teiler 
der Null in H ist, lautet: 



S,A- 



Ar 


A, 


Ä,, 


-^21 


-^22 


-^28 


Ai 


4j2 


^M 



0. 



Denn nur in dem Falle macht die Transformation 



(257) 






niemals einen Vektor zn Null und gestattet sie die ümkehrang: 



(278) 



r. = 






A ^i 



A' A' 

^ A^^^^ A^ ^« 



AI 



r^+7-r,'+^r/ 



^^'' 



A ^\^ A ^2 T^ j Uf 



wo Äi^ der zu A^^ gehörige Minor der Determinante (262) (vgl. S. 19 f.). 
Nennen wir den Affiner mit den Koeffizienten =^ den Reziproken 
von A, und bezeichnen wir ihn mit A"^, so lautet, wenn: 
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Ab- 


e AB-C 


bzw.: 








bA- 


c BA = C 


ist; die Umkehrung: 






b-/^-A- 

bzw.: 


»c B-^^-A-»C 




- = cA 


-» B-J', -CA-i. 


Ist A kein Teiler der Null, so folgen sowohl aus: 






AB- AG 






Ab-Ac 


als aus: 




BA-CA 

bA-cA 


die Gleichungen: 




B-G 

b = c. 


Offenbar ist: 






f'*' 




(A-i)-i-A 




(b) 




A - ^ 




*'» CA-)., 


(279) 


(c) 




(A.)-^-(A-»),-Ar^ 




(d) 




(AB)->-B-»A-^ 




Xe) 




(A»)-i-(A-»)«=-A— . 



Aus der Bedeutung des Reziproken ergibt sich: 

(280) A-^B « AA-^B - B, 

wo A einen beliebigen Affiner bezeichnet, der nicht Teiler der Null ist. 
Der Afflnor 

(281) I = A-iA-AA-* 

gibt also, vektordyadisch mit Vektoren oder affinorisch mit Af&noren 
multipliziert, dasselbe Resultat wie die Zahl 1 in skalarer Multiplikation, 
ist also eine als Affiner aufgefaßte Zahl. Wir wollen die Größe dieser 
Zahl bestimmen. Da nach der Bedeutung von L. und "H (S. 93): 

ILia — /SlL2L.a«aI-a 

^^^^^ inA-/5«I-iA-aI.A 

ist, so ist 

(283) I = ^ - V3 • 

Wir wollen die als Affinor aufgefaßte Zahl ]/3 den Einheitsaf&nor 



A-^.I-A 
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nennen^ und für ihn das Zeichen I beibehalten. Die Gleichung (261) 
Bißt sich dann schreiben: 

(2610 (A - Ä^J){JL - .4,I)(A - -4,1) - 

und (125): 

<'^'') {a.-MI-a. 

Sind ä', b', c' die reziproken Vektoren zu a, b, c, so ist offenbar 
(284) I = aa'+bb'+cc', 

also im Spezialfälle von zueinander senkrechten Einheitsvektoren: 
(286) I - - aoao - bobo - CoCo (vgl. S. 132). 

Auch aus diesen Gleichungen folgt leicht: 

(283) i-^-ys. 

Daß die als Affinor aufgefaßte Zahl yS mit der affinorischen bzw. 
vektordjadischen Multiplikation dieselbe Wirkung herrorbringt, wie die 
gewöhnliche Zahl 1 skalar multipliziert, hat an sich nichts Wunderliches^ 
da wir ja prinzipiell als Multiplikation jede Verknüpfung ansehen dür- 
fen, die distributiv in bezug auf die Addition ist. Es ist also so- 
wohl • als T als n '^ wo n eine beliebige ge wohnliche Zahl ist, eine Mul- 
tiplikation in unserem Sinne, und da wir gewöhnliche Zahlen mit den 
Zahlen des Systems in k identifiziert haben, kann es auch für solche 
Zahlen noch andere Multiplikationen geben als die skalare. Eine Glei- 
chung wie: 

3 T 5 =^ 3 • ba =» 15a 

will ja nichts anderes sagen, als daß die Funktion 

3 • 5a 

der Zahlen 3 und 5, wo a eine gegebene Eonstante ist, distributiv ist, und 
demnach als Multiplikation aufgefaßt und mit einem eigenen Zeichen 
versehen werden darf. 

In derselben Weise wie I, skalar mit einer Zahl a multipliziert, den 
Affinor erzeugt, dessen untere Dyade dieselbe Wirkung hat wie die Zahl 
a mit der skalaren Multiplikation, ergibt I, affinorisch mit einem Vektor a 
multipliziert, einen Affinor, dessen untere Dyade dieselbe Wirkung hat, 
wie a X auf Vektoren angewandt: 

(286) (I n a)b = a X b (nach (239)). 

Die Dyade A Lü läßt sich also folgendermaßen angeben: 
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(287) = { M.I + i A„ n I + A, } lü 

I = { I n (i A + i A,) + 1 n A J Üi Cnach (150) u. (286)). 

Der Affiner I, der bei Gibbs „Idemfaktor^* heißt, wurde von ihm 
nicht mit einer Zahl identifiziert. Bei Hamilton^ sowie bei Burali Forti 
und Marcolongo, die nur mit Operatoren arbeiten^ erscheint das Produkt 
eines Operators und seines Reziproken naturgemäß als eine (eis Operator 
gefaßte) gewöhnliche Zahl. Es ist: 

ALü(A-iÜib)-l.b 

und also: 

AÜi A-^lü«!., 

auf Vektoren angewandt. Da die Multiplikation mit einer Zahl bei diesen 
Autoren kein Multiplikationszeichen hat, und bei ihnen auch die Zeichen 
(p und (p"^ selbst schon die Operatoren darstellen, schreiben sie 

9?g?~*= 1. 

Der Unterschied zwischen einer gewöhnlichen Zahl als Größe, z. B. 
fünf, und der mit dieser Zahl verbundenen Operation, fünfmal, der doch 
schon in der Sprache seine adäquate Bezeichnung findet, wird durch diese 
Notation verwischt.^) Es ist also namentlich in einer Analysis, die neben 
Operatoren auch Größen zweiter Ordnung kennt, direkt geboten, auch in 
der Bezeichnung prinzipiell zwischen Größen und Operatoren zu unter- 
scheiden. 

Gegen die Identifizierung von J Lü und 1 bei Burali Forti und Mar- 
colongo hat Wilson Einspruch erhoben. Er schreibt: 

„From the algebraic or matricular point of view which they al- 
most wholly ignore, the quantity a is an element of a quadrate algebra 
containing nine units and having- a modulus (often called the idem- 
factor), but the unit 1 is not one of the units as it is in the case of 
the ordinary complex numbers or in the case of quaternions, and the 
idemfactor, which in those cases is 1, is not 1 in the algebra of homo- 
graphies a because 1 is not an element of the system.'^^) 



1) Buiali Forti tmd Marcolongo sind sich der Unrichtigkeit dieser Schreib- 
weise bewußt (12. 8 S. 5), ändern sie aber doch nicht. Da ihre Homographien nur 
Operatoren sind, und sie keine Größen höherer ala erster Ordnung kennen, wer- 
den sie zu einem solchen Kompromiß gezwungen, während wir, im Besitze rich- 
tiger Größen höherer Ordnung, einen Skalar auffassen können als Spezialfall 
eines Affinors, und so imstande sind, jede üngenauigkeit in der Schreibweise zu 
vermeiden. 

2) 10.7, S. 429. 
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Nun berührt diese Kritik Burali Forti und Marcolongo nur, insofern 
sie gegen den ausschließlich operatorischen Gesichtspunkt dieser Autoren 
Stellung nimmt. Ist dieser Gesichtspunkt aber einmal gewählt, und exi- 
stieren demnach im System nur Operatoren, so ist gegen die Identifikation 
nichts zu sagen, da ja offenbar, auch für Wilson 

I[x «1. 

ist. Gegen ein System, das sowohl Größen als Operatoren kennt und 
doch identifiziert, ist die Kritik aber vollkommen berechtigt, da^ wie wir 
im ersten und zweiten Kapitel schon bemerkten, der Modulus eines 
höheren Zahlensystems absolut nicht ohne weiteres mit der Zahl 1 iden- 
tisch ist. Dies gilt aber nicht nur für das System zweiter, sondern auch 
für das System erster Ordnung, die Yektoranalysis, zwar nicht, 
wenn diese Analysis wie bisher einfach, die Zahl 1 enthaltend, gegeben 
wird, ohne nähere Begründung, sondern, wenn wir das Prinzip der Klas- 
sifizierung nach der rotationalen Orientierungsweise zugrunde legen, wo- 
durch sich die Systeme aller Ordnungen in einer geordneten Reihe 
entwickeln lassen, wie es hier geschehen ist. Da diese ganze Beihe nur 
eine Art Skalare enthält, können wir nun statt mit gewöhnlichen Zahlen 
mit diesen Skalaren arbeiten, d. h. also, jede gewöhnliche Zahl als Skalar 
der Systeme auffassen, oder wir können den unterschied aufrecht halten. 
Tun wir aber das erste, was einer ausdrücklichen Festsetzung 
bedarf, wodurch sich aber die Rechnung viel einfacher gestaltet, so gilt 
die Identifizierung für alle Systeme, nicht nur z. B. für das erster Ord- 
nung, da es ja eben nur die eine Art Skalare für alle Systeme gibt. Da 
die Multiplikation Ui eine andere ist als •, wird dabei I gleich yS und 
nicht wie bei Hamilton, Burali Forti und Marcolongo gleich 1. 

Die Fnuktioii B und die drei Skalare. Aus der Gleichung: 
(266) A»i - ^,A*-» + A,^A - Ä^J « 

folgt, wenn -4,. + 0: 

(288) A-i« j * — . 

Ist -4,8 — und A demnach ein Teiler der Null, so wird A"* unendlich; 
der Affinor: 

(289) ^,sA-^- A^-i - A,JL + Ä,,I, 

der offenbar die Koeffizienten 

A' A' A* 

-^11 -^21 -^81 
-^12 -^2 -^82 

A' A' A' 

-^18 -^28 -^88 
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hat^ bleibt aber endlich^ und ist stets eine eindeutig bestimmte Funktion 
Ton A. 

Für diese Funktion wollen wir das Fxmktionszeichen B zusammen 
mit dem unteren Index ^ einführen. Es ist also: 

(290) A, - BA - A" - Ä^A + Ä,^I. 

Da aber: 

- AA. - - A,A {A, . A + (/J A. + AJ A - A."-A,JL 

ist, folgt: 

BA - - A,A + A,J - - AA, + A„l. 



Da aus 


(264) herrorgeüt: 




(291) 


SjA =- SA^, 




ist: 






A, 


--A,nA + 3^., 




^., 


- KAcRA) 




und also: 


- i-A,.A-iJL,.JL,-iA,.A, 


(nach (246)) 




■(») 


BA--(A,A)+ KAcRA)! 




(292) 




= fA^).-.(AAJ, 


(nach (125)) 




(b) 


S.A - S(AAJ.- J-SAA, 


(nach (291». 


Da femer: 






(293) 


BA-^.,A-» 




ist, so folgt: 


^„I, - ABA 








- A(AA,), 





A.5- JAR(AA,), 
Da aber offenbar allgemein: 

m 

AnB,-A,nB 

ist, ergibt sich für den dritten Skalar eines AfBnors die Formel: 
(294) J„--|-SA,AA,. 

FOr den zweiten und dritten Skalar eines Afßnors ergeben sich also, 
bei Anwendung der Funktionen G und die sehr einfachen Beziehungen: 

(292b) S,A - -J-SAA, 

(294) S,A--J-SA,AA.. 

Offenbar gelten die Gleichungen: 

(295) BEA-EBA 
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(296) BBA - Ä„A 

(297) SjBA - A,\ 

(298) BjpA — p*BA. 

(299) BAB - (BB)(BA) 

(300) BA-'-^A=-(A,)-»-A»-» 

Ist ein Af&nor in der ersten Normalform geschrieben: 

(268) A « J^aa' + ^^bb' + ^cc', 

so ist sein oberer bzw. unterer Afßnor 

|A, = (^ + J,)aa' + cycL 

(301) |A,«^-+A.--A^^. + ,yd.O 
BA ist demnach: 

(302) ^ ^ * 
and A~ \ falls existierend: 

(303) '^" ' ~ i **' + i **' + i **'• 

Ist der Affinor in der zweiten Normalform geschrieben: 

(276) A - - Äj^\ - ÄuK\ - ^mVCo, 

so ist: 

(304) A-^^ ^aoV-^bobo'-^CoV, 

und nach (277): 

(305) B A = ^,sA-» = - ^n-^ma^ V - cycL 

Ans (303) folgt eine wichtige geometrische Eigenschaft der Dyade 
(E A^) Lü . Bei einer affinen Transformation bleiben komplanare Vektoren 
komplanar. Ein Biyektor, d. i. ein mit Drehrichtung ausgestatteter Ebenen- 
teil, geht also wieder in einen solchen Ebenenteil über. Vektoren stehen 
aber in dem System in i sowohl far Strecken als for Bivektoren und man 
kann demnach nach der Dyade fragen, die der Transformation dieser Bi- 
yektoren entspricht Diese ist nun aber gerade durch (KA^) lü gegeben. 
Denn da: 

KAj — — ^n-^inV^o — <5ycL 
und: 

bo X Co =- a^, \' X Co' « So', cycL 

1) Ans diesen Gleichungen lassen sich (291) und (294) sshr leicht ableiten. 
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ist, geht ein Vektor u x T durch die Transformation (KA^) Li über in 

(Au) X (At). 
Allgemein ist also: 

(306) (Ab) X (Ac) « (KA,)(b x c). 

Die drei Skalare eines Affinors lassen sich noch in folgender Form 

s chrei ben * 

' r g^ _ (Aa).(b X c) +(Ab)»(c X a) + (Ac)-(a x b) 



(307) 



a • (b X c) 
S A- »•{(^^)'^(^«)} + ^-{(^«)'((Aa)} + e-{(Aa)j(JAb)} 



a • (b X e) 



SA- (Aa )-{(Ab)x(Ac)} 
' ^ a • (b X c) 



wo a, b und c beliebige nicht komplanare Vektoren sind. Von diesen For- 
meln läßt sich die erste leicht aus der Normalform eines Affinors ablei- 
ten, die zweite ergibt sich dann direkt aus (244), (291) und (303), wäh- 
rend die dritte unmittelbar evident ist. 

Gibbs gelangte zu dem Affiner EA^ durch Einführung einer neuen 
Verknüpfungsweise, der „double cross"-Multiplikation ^ , für welche gilt: 

(ab)::(cd) = (axc)(b xd). 
Es ist nun: 

A^ A == KAj. 

In der Affinoranaljsis kann diese neue Multiplikation entbehrt werden, 
da KA^ sich in einfacher Weise vermittels (292a) angeben läBt. Dieselbe 
ist kommutativ aber nicht assoziativ, hat Teiler der Null und ist keine 
Vielfachsumme der Grundmultiplikationen.i) 

Burali Forti und Marcolongo haben*) für den Übergang von A lü 
zu EBA US das Funktionszeichen R eingeführt. Da BA aber analytisch 
in einem einfacheren Zusammenhang mit A steht als EBA, erteilen 

1) Definiert man aber eine neue skalare Multiplikation *: 

li * ii « — 1 1 ♦ ii « ij 

die also in allem gleich • ist, nur bei Multiplikation zweier Skalare gleich — 2 • , 
und setzt man: 

flo ist: 

(ab);;(cd) = (ba)JL(dc)- 
(Vgl. S. 80.) 

2) 09.12, S. 24. 
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wir ersterer Funktion die einfachere Bezeiclinung. Da die genannten 
Autoren ihre Analysis nur operatorisch und nicht als ein algebraisches 
System auffassen wollen^ sind sie gezwungen^ die drei Skalare gleich im 
Anfange ihres Systems folgendermaßen zu definieren: 

SA - (A a)>{(Ab)x(Ac)} 

*" a • (b X c) 



(308) 



S,A-{^S3(A + a:I))^^^ 



Diese Beziehungen ergeben sich von selbst aus der charakteristischen 
Gleichung des Systems , und können auch nur mit Bücksicht auf diese 
Gleichung aufgestellt sein. Hier gleich zu Anfang, und ohne nähere Be- 
gründung als Definition eingeführt, erscheinen die letzten zwei aber voll- 
kommen willkürlich. Dieselbe Bemerkung gilt für die Verwendung der 
Gleichungen (307) zur Definition der drei Skalare, die bei den genannten 
Autoren in einer späteren Darstellung auftritt.^ 

Die Zerlegung eines AfBnors in einen Skalar, einen Vek- 
tor nnd einen Deviator. Eine Tollstandige Zerlegung des Affinors 
findet in keinem der bisherigen Systeme statt. Wohl kennt Gibbs den 
Skalar Ä^ und den Vektor A^ eines Affinors, die er durch die unteren In- 
dizes , bzw. ^ angibt, er zerlegt sogar die Dyade A [x in den selbstkonju- 
gierten oder tensorischen Teil, der durch ein Akzent angegeben wird, und 

Eine vollständige Zerlegung einer Dyade findet aber bei ihm nicht statt, 
eine Zerlegung des Affinors selbst nur insofern, als ein selbstkonjugierter 
Bestandteil 

und ein antikonjugierter Bestandteil 

l(A - 1.) 

unterschieden wird, die aber nicht als Größen verschiedener Art betrachtet 
werden. Auch Jaumann geht in dieser Beziehung nicht weiter. Ein Fort- 
schritt wurde erst erzielt, als Mehmke 1904^) im Anschluß an das alge- 

1) 09.12, S. 6. Burali Forti und Marcolongo schreiben x statt •, /\ statt x , 
I statt S, a statt A und x statt Ja;. 

2) 12.3, S. 23. 3) 82.2, 06. 1, S. 63, siehe auch 01.2, S. 298. 
4) Gibbs schreibt statt A, ^ statt ^ und ^ statt j. 

6) Das — Zeichen rüh^t von der Voraussetzung i^ . 1^ — + 1 her. 
6) 04.2. 
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braische Produkt Graßmanns den Tensorteil des dyadisohen Produktes 
als algebraisches Produkt definierte und den Affinor ab folgendermaßen 
zerlegte: 

a,b=>ab — |aAb ^), 

wo y das Zeichen der algebraischen Multiplikation, A das der äußeren 
^ Multiplikation Graßmanns ist, und wo die algebraische Multiplikation kein 

Zeichen hat. Diese Zerlegung fand ihre B^ründung in der Formel 

r|(a,b) = r|(ab)~|r|(aAb). 

Jung hat 1908^ dieselbe Zerlegung auch auf das Differential eines Feld- 
vektors angewandt. Auch er ließ aber den Skalarteil noch unabgetrennt. 
Am weitesten gingen Burali Forti und Marcolongo. Da sie von yomherein 
nur Operatoren betrachteten, kamen sie leicht zur Zerlegung: 

a-Da + VaA, 
die, affinoranalytisch geschrieben, lautet: 

A. L- . ^ Aj L_ "r X ü * ' 

Nun war ihnen zwar der eine Teil von A^ Lü : 

unter der Form: 

bekannt, sie kamen aber nicht zu einer weiteren Zerlegung von A|[j( , was 
sich zum Teil aus ihrem ausschließlich operatorischen Gesichtspunkt er- 
klären läßt, zum Teil aber auch daraus, daß sie ja nicht einmal die Ver- 
knüpfung ab als Produkt ansehen wollten, und da wohl schwierig zur 
Einführung einer ganz neuen Multiplikation X kommen konnten. 

Die vollständige Zerlegung konnte erst unter Zugrundelegung des 
Prinzips der Klassifizierung erreicht werden. Diese Zerlegung bildet den 
grundsätzlichen Unterschied zwischen der Affinoranalysis und sämtlichen 
früheren Systemen. 

Planare und lineare Dyaden. Ist ein Affinor A ein Teiler der 
Null, und also Ä^^ = 0, so macht A Lü wenigstens einen Vektor zu Null. 
Bei der Transformation werden sämtliche Ebenen in eine Ebene gebracht, 
die Dyade EA^ Ui bringt also alle Vektoren in eine Bichtui^, und macht 
demnach wenigstens zwei Vektoren zu Null. Macht A US zwei Vektoren 
zu Null, so werden alle Ebenen zum Verschwinden gebracht, es ist 
also EAj, und demnach Ä^f^SÄf, gleich Null. Im ersten Falle nennen 

1) Siehe 6) auf S. 143. 2) 08. 6. 
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wir A nach Gibbs planar, im zweiten linear. Folgende Tabelle gibt eine 
Übersicht: 



kein Teiler der Null 

planar 

linear 



-4,3 + 

-4,3 = 0, ^„ + 

^,8 = 0,^,2 = 0, -4, + 0. 



Ein Produkt in "1 ist offenbar Teiler der Null, wenn irgendein 
Faktor Teiler der Null ist. Da jeder Vektor Teiler der Null in "1 ist, 
sind also aUe Produkte in "1 , die einen Vektor enthalten, Teiler der NuU. 

Die Bestjmmnng der Hanptrichtnngen eines AfBnors nnd 
die Zerlegnng in Botator nnd mnltiplikativen Tensor. Die 6 

Hauptrichtungen der zweiten Normalform eines Af&nors lassen sich fol- 
gendermaßen bestimmen. Ist 

(276) A = - ^jEo'ao - 4nV»>o - ^m^^o, 

so sind die beiden Produkte: 



I AA.-J[|a 



0*0 "r -^ii"o"o "T -^ni^o^o 



offenbar Tensoren. Jeder hat als Hauptrichtungen 3 der Hauptrichtungen 
von A, letztere sind also durch zweimalige Lösung einer Gleichung der 
Form (260) zu bestimmen. 

Man kann von dem Tensor AA^^ die Quadratwurzel 

(310) Ar, = ±Äj a^'ao' ± ^n W ± ^m « 

bestimmen. Die Koeffizienten Aj^, A^^, -4jjj und A sind entweder alle ne- 
gatiy oder alle positiv. Dementsprechend ist hier das obere bzw. untere 
Zeichen zu wählen. Diese Quadratwurzel ist eine der vielen möglichen, 
sie unterscheidet sich durch das gleiche positive Vorzeichen ihrer Koef- 
fizienten. Wir nennen den Tensor Ajp den vorderen mnltiplikativen Tensor 
des Affinors A. In ähnlicher Weise bestimmt sich aus Aj^A der hintere 
multiplikative Tensor 

(311) Ath = ± ^iftofto ± ^n^^o'^o ± -^m<5oCo. 

Atv und Ath sind wohl zu unterscheiden von dem gewöhnlichen 
additiven Tensor des Affinors: 

Jeder Affinor ist nnn offenbar das aMnorische Produkt des Affinors 
312) Aä - ± «a, + Vl>o + Co'Co), 

Sohonten: Vektor- u. Afflnoranalysti 10 
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den wir seinen Rotator nennen wollen^), mit seinem vorderen multipli- 
kativen Tensor als Vorfaktor, oder mit seinem Hinteren multiplikatiyen 
Tensor als Nachfaktor: 

(313) A = «Aä = AnArh- 

Die Dyade Aä Lü ergibt eine reine Drehung oder eine Drehung mit 
Inversion, denn sie führt als Vorfaktor das Bechtssjstem a^,, b^, Cq über 
in das Rechtssystem a^', I^q, Cq oder in das Linkssystem — a^', — W — C^'. 
Als Nachfaktor ergibt sich die umgekehrte Transformation. Es ist also: 

(314) KAn = {An)"\ 

Umgekehrt ist jeder Affinor, dessen Konjugierter und Reziproker 
einander gleich sind, ein Rotator. Jede Drehung bzw. jede Drehung mit 
Inversion läßt sich offenbar in dieser Form angeben, und zwar auf oo viele 
Weisen, da jedes beliebige Rechtssystem die Nachfaktoren liefern kann 
und das aus diesem entstehende die Vorfaktoren. Die Wirkung einer Dyade 
kommt also stets einer Drehung mit oder ohne Inversion gleich, der eine 
rein tensorische Deformation folgt oder vorangeht. Die Drehung ist 
in beiden FäUen dieselbe. 

Die verschiedenen Darstellnngsweisen ffir einen Botator. 

Eine Drehung um die l^ Achse um einen Winkel <p in der 2 — > 3 Rich- 
tung wird gegeben durch die rotatorische Dyade: 

(315) A Üi « {- i^ii - (i,i, + i3i3)cos(p + I n iisinip} Lü. 

Denn — (iiii) lü annulliert 1, und i^ und läßt i^ bestehen, — (i2i2+ Uh) ^ 
annulliert i^ und läßt i, und ig bestehen, und (I "1 i^) lü annulliert i^ 
und dreht Vektoren in der 2 — 3 Ebene um 90® in der 2 —> 3 Richtung. 

Da nach (IIG), (130) und (145): 

kann man (315) durch einen allgemeinen Ausdruck ersetzen, der sich so- 
fort für jeden Einheitsvektor Oq verwenden läßt: 

(316) A Li = {- BoEo - (ao "1 a,)cos9 + (I H K)^'^^v} Li- 
Für 9 = 90« ist also: 

ALü«{-a,ao+ina,}Üi--(aoa,)Üi+aox. 
Da bei einer Drehung um die i^ Achse die beiden komplexen unver- 

1) Gibbs verwandte hier das Wort Versor. Dieses von Hamilton herrührende 
Wort bleibe aber für die (uneigentliche) Drebungsgröße erster Ordnung vorbehalten 
(vgl. S. 37). 
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änderlichen (von der Wahl von i, und 13 unabhängigeu) Richtungen be- 
stimmt sind durch die komplexen Vektoren: 

*2 — ^ 



(317) 



1/2 






1/2 

ZU denen die Konstanten e** und e"*^ gehören, und da das zu i^, i,', ij' 
reziproke System — li, — ij', -- ij' ist, läßt sich die Drehung um den 
Winkel ip in der 2 — ►S Richtung auch angeben durch: 

(318) k\l i^ii - e'vi.'i/ - c-'v'i/i/. 

Ein Rotator kann noch auf andere Weisen dargestellt werden. Ist a^ 
ein Einheitsvektor in der Richtung der Drehungsachse, und b ein Vektor 
senkrecht auf a^, so ist: 

(cos I9) + Eq sin J 9) ¥ a^ ¥ (cos \(p — a^ sin \(p) = a^, 
und: 

(cosy^ + ^o^^ 3 9') ^ b y (cos^y — a^jsin^^)) =^ 
=- b cos q> + 9Lq xhmi^. 

Setzt man den Versor 

(319) cos J 9) + a^, sin \ip — y , 

so kann man eine reine Drehung also darstellen als: 

y y r ¥ ifj^^ 
und den Drehoperator als Lückenausdruck: 

ip nennen wir den Versor der Drehung. Dieser Lückenausdruck kann 
innerhalb der Vektoranalysis nicht gelöst werden, da derselbe eine Um- 
gehung von Operatoren zweiter Ordnung darstellt. Nimmt man letztere 
hinzu, so ergibt sich folgende Lösung. 
Die Djade 

(320) (I "1 y) Lü - cos J 9 . + ao sin i <p X 

(vgl. 150) dreht jeden Vektor, der senkrecht zu a^ gerichtet ist, um 
einen Winkel \(p um a^ und yerkürzt a^ selbst zu a^ cos ^9- Die kon- 
jugierte Dyade 

(in9.*)iü 

bewirkt die omgekehrte Drehung, aber dieselbe Yerkürznng. Die Dyade 
ist also der gesuchte Drehoperator. 

10* 
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Da aus: 

(322) 9>^r,g>,~^P^^^^\lT 
folgt: 

(323) tp . y . r . y, . t|,,= -pfVnTv-V^} ^ '' 

stellt man endliche Drehungen zusammen^ indem man ihre zugehörigen 
Versoren quatemionisch multipliziert.^) 

Man kann nach dem Operator fragen^ der eine einfache Drehung 
eines Affinors bewirkt. Ein Rotator mit "~| leistet dies offenbar nicht. Da 
aber, wenn B ein Rotator ist, nach (237) und (314) folgt: 

(Ra)(Rb) - (Ra)(bR-i) - R(ab)R-S 

ist R( )R~^ ein solcher Operator. Innerhalb der Affinoranalysis kann 
derselbe allgemein nur als Lückenausdruck dargestellt werden, da die 
zu seiner Umformung nötige Assoziationsänderung eine Multiplikation 
höherer Ordnung erfordert. 

Eine andere Schreibweise fiir einen Rotator, die auch eine leichte 
Zusammenstellung endlicher Drehungen gestattet, ist folgende: Die Dyade 

(-2a,ao-I)Lü, 

WO a^ ein Einheitsvektor ist, läßt Vektoren in der Richtung von a^ un- 
verändert, und dreht Vektoren, die senkrecht zu a^ gerichtet sind, um 180*^. 
Eine solche Dyade entspricht also einer Umlegung. Eine Drehung um 
den Winkel q) läßt sich bekanntlich stets durch die Aufeinanderfolge 
zweier Umlegungen erhalten: 

(324) A lü - { (2ao So + I)i2\ \ + T)}\l, 

WO a^ und h^ Einheitsvektoren senkrecht auf der Drehungsachse sind, die 
einen Winkel J 9 einschließen. Nimmt man nun bei zwei aufeinander fol- 
genden Drehungen die Vektoren in Formel (324) so, daß die aufeinander 
folgenden zu verschiedenen Dyaden gehörigen gleich sind, also: 

ILü - {(2aoa, + T)(2K\ + I)}[1, 
B Üi - { (2W + I)(2 Co Co + I) ) Lü, 



1) Die bilineare Funktion, durch welche sich die Parameter der resultierenden 
Drehung aus denen der beiden nacheinander wirkenden ableiten, wurde schon 
1840 (40. 1) von Eodrigues angegeben. Bekanntlich stellt diese Funktion das Mul- 
tiplikation stheorem der Quaternionen dar (vgl. Study 90. 2). Die Gibbssche Dyaden- 
rechnung, die durch die Voraussetzung i^ • i^ = -|- 1 das Band mit den Quaternionen 
zerbrochen hat, gestattet nur eine viel weniger einfache Zusammenstellung^ die 
statt über den Yersor der Drehung, über den „vector semitangent of version^^ 
aotgiy führt (Wüson Ol. 2, S. 384f.). 
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was bei zwei beliebigen Drehungen offenbar stets möglich ist, so ist das 
Produkt der Dyaden^ da 

(2W + I)(2bol)o + I) - I 
ist, gleich 

(AB) LI ^ {(2aoao + I)(2CoCo + I)) Üi. 

Die geometrische Bedentimg der tensorischen Dyade. Die 

Gleichung der Richtungsfläche einer tensorischen Djade A lü ist, affinor- 
analjtisch geschrieben: 

(274) r.(Ar) = Tl. 

Differenziert man diese Gleichung, indem man A dabei als konstant an- 
sieht, so erhält man: 

rfr-(Ar) + r.d(Ar)-0, 

(325) dT . (Ar) + r • (Arfr) - 0, ^) 

dr.(Ar)«0. 

Diese Gleichung besagt, daß das Differential eines jeden Radiusvektors 
senkrecht steht auf den durch A lü aus diesem hervorgehenden Vektor. 
Ar steht also senkrecht auf der Tangentialebene der Richtungsfläche in 
dem Endpunkt von r. Da 

(274) r . (Ar) « q: 1 

ist, so ist überdies der Betrag von Ar gleich dem positiven oder nega- 
tiven reziproken Betrage der aus auf die Tangentialebene gefällten 
Senkrechten. Ordnen wir jeder Ebene des Raumes einen Vektor zu, der 
senkrecht auf der Ebene steht, und dessen Betrag gleich dem Reziproken 
der Länge des aus auf die Ebene gefällten Lotes ist, so läßt sich die 
Wirkung einer tensorischen Dyade kurz wie folgt angeben: 

Regel: Eine tensorische Dyade führt den Radiusvektor ihrer 
Richtungsfläche in den positiven oder negativen Vektor der zugehörigen 
Tangentialebene über. 

Eine für tensorische Dyaden charakteristische Regel ist nach (244): 

(326) a.(Ab) = b.(Aa). 

Wird 

a.(Ab) = 0, 

1) Die Differentialrechnung wird erst im fünften Eapit-el behandelt, da es 
sich hier aber nur um Anwendung der allereinfachiten und ersten Rechnungsregel 
für Produkte handelt, und da es besser ist, daß die geometrische Deutung drr 
tonsoriachen Dyade noch in diesem Kapitel stattfindet, möge diese Antizipation 
dem Leser genügend begründet erscheinen. (Man sehe übrigens S. 158.) 
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wo a ein Radiusvektor der Richtungsfläclie ist, so steht b senkrecht auf 
dem Vektor der Tangentialebene im Endpunkt, liegt also in der zu a 
konjugierten Ebene. Sind also a^ b und C drei konjugierte Radien der 
Richtungsfläche; so sind 

a'=-=FAa, b'«=FAb, c'-TAc 

ihre Reziproken^ und wir erhalten demnach für einen Tensor A bzw. für 
A"^ unter Berücksichtigung von (284) eine dritte Normalform: 

(T A =aV+b'b'+c'c', 
=F A-^ = aa +bb +cc. 



(327) 



Znr&okf&hriing anderer Multiplikationen auf vektorana- 

lytisohe, Gibbs definierte als 

A X g 
(skew product), wo 

A-ab + cd + ef 

ist, den AfSnor 

a(b X g) + c(d X g) + e(f x g), 

den wir schreiben 

AHg. 

Er umging dadurch auch hier den Gebrauch von Klammem, identifizierte 
dabei aber die vektorische mit der affinorischen Multiplikation. Da 
nach (240) 
(240) (a n B)c = a X (Bc) 

ist, so ist noch eine zweite Möglichkeit vorhanden, ein Produkt der Form 
a — I B aus der Yektoranaljsis abzuleiten, und zwar mit derselben Iden- 
tifizierung. In der Tat haben Burali Forti und Marcolongo diese Ablei- 
tung gewählt. 

Das Produkt gab Gibbs Anlaß zur Bildung verschiedener Rechnungs- 
regeln*): 

Gibbs : | Affin oranaljtisch : 

(a X <D) . ¥ = a X (<D . V) = a X <D . Y, a "1 B "1 c, 

(a X <D) . b = a X (<D . b) « a X <D . b, (a 1 B)b = a x (Bb), (240) 

(ax(l))xb'=ax(0xb)'«ax<l)xb, alBlb, 

(a X b) . - a . b X 0, (a x b)C « a(b "I C), (239) 

. (a X Y) - (<D X a) . 0. A "1 a 1 c 

In der Affinoranalysis ergeben sich diese Regeln entweder sofort aus der 



1) 09. 12, S. 19. 2) 84. 2, 06. 1 S. 55, siehe auch Ol. 2, S. 280. 
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assoziativen Eigenschaft von "1, oder als Spezialfall der Multiplikations- 
gleichung für Djaden (235). 

Neben dem „double cross^ Produkt hat Gibbs auch noch ein „double 
dot'^ Produkt von Dyadics eingeführt, durch die Definitionsgleichung: 

(ab):(cd)-(a.c)(b.d). 

Aus (193) ergibt sich, daß dieses Produkt in folgender Beziehung zur 
Multiplikation Fl der AfGnoranalysis steht: 

A:B«ARB^-A^nB. 

Schließlich hat Jaumann 1906 als „vektorisches Doppelprodukt" ^) 
mit dem Zeichen >^ ein Produkt definiert, das zu unserer Multipli- 
kation x1 in der Beziehung steht: 

A ¥ B « A 71 B^ 

(vgl. S. 218). 



Die Voigtsche Tensoranalysis. Die Transformationsweise der 
Bestimmungszahlen geometrischer Größen ist auch von W. Voigt zur 
Klassifizierung dieser Größen und zur Ableitung einiger Multiplikationen 
herangezogen. Nachdem er 1901 ') eine sehr interessante Klassifizierung 
der Größen bis zur vierten Ordnung der Eristallelastizität herausgegeben 
hatte, bestimmte er 1904') fünf der wichtigsten Multiplikationen zweiter 
Ordnung. Er ging dabei aus von den sechs Bestimmungszahlen eines 
Tensors und den dreien eines Vektors. Die Stellung dieser Multiplika- 
tionen (die unabhängig voneinander aufgefunden wurden) in der Affinor- 
analjsis ergibt sich aus folgender Tabelle: 

Tensorprodukt zweier Vektoren J_ 

Tensorprodukt eines Vektors und eines Tensors j x 
Vektorprodukt eines Vektors und eines Tensors — Lü 
Skalarprodukt zweier Tensoren Fl 

Tensorprodukt zweier Vektoren ~ _L =* ■" >< (Gibbs). 



Die ersten zwei kamen bis zu der Zeit in keiner Dyadenrechnung vor. 
Die Voigtsche Arbeit will keine Darstellung einer wirklichen geschlossenen 
Tensoranalysis sein, das Elassifizierungsprinzip wurde in ihr denn auch 
noch nicht zur Bildung eines geschlossenen Systems zweiter Ordnung 
herangezogen. Dennoch bedeutet diese Arbeit den bestehenden Systemen 



1) 08. 6, S. 391. 2) 00. 2, Ol. 1. 3) 04. 6. 



152 IV. Kap. Die Djadenrechnnng ubw. 

gegenüber einen wesentlichen Fortschritt in der Ahleitungsweise der Mul- 
tiplikationen. 

Die Stellung der Affinorapnalysis zu den bestehenden 
Systemen zweiter Ordnung. Von allen bisherigen Systemen unter- 
scheidet sich die Affinoranaljsis eben durch die Zugrundelegung des 
Prinzips der Klassifizierung nach der Orientierungsweise. Die Multipli- 
kationen werden nicht mehr dem jeweiligen praktischen Bedürfois ent- 
sprechend unabhängig voneinander aufgefunden, sondern das System er- 
scheint sofort als ein Geschlossenes, sämtliche Grund-, Haupt- und ab- 
geleiteten Multiplikationen enthaltend. Indem ferner nicht nur jede Größe 
in drei Teile verschiedener Ordnung zerlegt werden kann, sondern auch 
jede Multiplikation sich auf *, x und X zurückführen läfit, gestattet die 
Affinoranalysis einen überaus systematischen Aufbau und eine leichte 
übersichtliche Behandlung der Formeln. 

Ihre Vorzüge treten besonders scharf zutage in der Infinitesimal- 
rechnung, deren Behandlung im nächsten Kapitel erfolgt. 



Fünftes Kapitel. 

Die JiiliuitesinialrechiiTiiig in der Afiiiioraiialysis. 

Die Differentiale geometrischer Oröfiezu Sind ^ und 7^ geo- 
metrische Größen, beide beliebiger Art, und ihre Differentiale 

eine beliebige Multiplikation, so ist, dem distributiven Ge- 






ist femer 
setz gemäß: 

(328) 



usw. 



(329) 



,d(<D- 
d\^ 



^) = d<D- 

3^) = d«0 



5p + O — o d^ 

-o ^ + 2dO — o d^ + O 



rf*^ 



Ist 



(330) 



usw. 
dazu assoziativ, so ist: 






^ + rf^ — o Cl> 



2-< 



Ist ^ kein Teiler der Null in — o, und also cj)""^~° endlich, so ist: 

i-8-o=<|)~8-o_od<|)_0^-l-o^^-.l-o_o^^_0^-2-o 



(331) ^^ 



^^-„_o_^_n-o_o^^_O^-l-H0.^ hCp 



-1-0. 



d^ — o^ 



— n—o 



Eine geometrische Größe als Funktion eines Skalars. SinH 
die Größen (p und <ß Funktionen eines Skalars t, so erhält man rV 
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Differentialqaotienten nach t durch Division der Diflferentiale durch 
dt, dt^ usw.^ wobei, wenn es sich um partielle Differentialquotienten 
handelt^ alle d in d zu verändern sind. Bei der Bildung der Differentiale 
und der Differentialquotienten beliebiger geometrischer Größen sind also 
die Gesetze der Differenzierung gewöhnlicher Skalare gültig, solange nur 
kommutative und assoziative Multiplikationen in Frage kommen. Beim 
Auftreten nicht kommutativer Multiplikationen ist nur auf das Nicht- 
erlaubtsein des Faktorenwechsels Rücksicht zu nehmen. 

Ein Skalar als Funktioii einer einfjachen Größe beliebiger 
Ordnung. Die Frage nach der Differenzierung eines Skalars a nach 
einer einfachen geometrischen Größe $ ^^^^ eine doppelte Bedeutung 
haben. Entweder man fragt nach dem Operator 7^ — o, der, wie auch d^ 
gerichtet sein mag^ stets da erzeugt: 

oder man fragt^ bei gegebener Multiplikation — o^ nach dem Differential- 
quotienten^ d. h. nach der Größe 5J5, die als Vor- oder Nachfaktor mit d<|) 
verknüpft stets da liefert: 

Im ersten Falle darf von einer richtig aufgebauten Analysis erwartet wer- 
den^ daß der gesuchte Operator im allgemeinen vorhanden ist^ im zweiten 
Falle braucht die gesuchte Größe nur dann vorhanden zu sein, wenn die 
Multiplikation — o richtig gewählt wird. 

Wie wir im zweiten Kapitel (S. 70 und 87) sahen, ließen sich zu 

jeder geometrischen Größe n^^ Ordnung n'= - „ -^^- zu einem be- 

stimmten rechtwinkligen Koordinatensystem gehörige Sätze von orthogo- 
nalen Einheiten angeben, mit der Eigenschaft, daß die Koeffizienten der 
in diesen Einheiten ausgedrückten Größe sich bei Drehungen des Be- 
zugssystems orthogonal transformieren. Sind also zwei einfache Größen 
von derselben Ordnung in solchen Einheiten gegeben: 

80 ist, nach einem schon S. 21 erwähnten invariantentheoretischen Satz, 
die Zahl: 

*iur + ••• + *„. 3»;, 

bei Drehungen des Bezugssystems invariant. Da diese Zahl eine in bezug 



EId Skalar als Funktion einer einfachen Größe 155 

auf die Addition distributive Funktion von ^ und ^, und also ein Pro- 
dukt dieser Größen ist, existiert zu jeder Ordnung eine kommutative 
Multiplikation o— o mit den Bedingungen: 

_ _ (c wenn i =» j 

(382) a-a-j, ^ ,4 

wo c eine gewöhnliche Zahl ist. Für n = 1 sind z. B. i^, ig, ig orthogo- 
nale Einheiten, o— o = - , und c = — 1 : 






(333) 



cjcl. a = 1, 2, 3. 



Für « = 2 sind — In, — I^, — Ijj, Ij, I,, I, orthogonale Einheiten, 
o-o = n und c = + 1 : 

-i,in-i„ = o I, ni, =0 
i-i^n-i. -o iini„,=o 

Es sei nun ein Skalar p gegeben als eindeutige kontinuierliche Funk- 
tion der einfachen Größe n^' Ordnung ^, die orthogonalen Einheiten 
seien £1^, ..., £1^,, Dann ist 



(334) 



^P-!l-^^^ + -+fi-^^n^ 



Existiert nun eine Multiplikation o-o mit den obengenannten Bedingungen, 
so ist o£fenbar: 

(335). {(iJ,„^^- + ... + ^,.^-y p} o-od^ = cdp 

und also: 

Den Differentialoperator n*®' Ordnung 

geben wir an durch das Zeichen 

V. 

(V ^ Nabla) und schreiben also allgemein: 

(337) - ^^ - « ^P— = i- Vü 

Die Operatoren V« sind offenbar invariant bei Drehungen des Bezugs- 
systems. 
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Für n =» geht V über in j- =^ D der gewöhnlichen skalaren Dif- 
ferentialrechnung. Wir wollen festsetzen, daß das Zeichen V wie D nur 
links von der zu differenzierenden Größe gesetzt wird, und daß seine 
Wirkung sich nur auf die Größe erstreckt, mit der es unmittelbar ver- 
knüpft ist.^) 

Ist » = 1 , so ist 

In dem speziellen Falle, daß die unabhängig veränderliche Größe der 
Radiusvektor r ist, kann der Index fortgelassen werden: 

(339) ^'-W'-'^P- 

Ist n = 2 und D der Deviator, nach welchem differenziert wird, 
so ist 

(340) ^ = jtfm-^P- 

Eine beliebige Größe als Fnnktioii eines Vektors. Es sei <|> eine 
beliebige geometrische Größe, eine eindeutige kontinuierliche Funktion 
eines Vektors s. Es werde der Differentialquotient 

öfs-i-o 

gesucht, wo -^ eine vorläufig unbekannte Multiplikation ist, die so zu 
wählen ist, daß die Quotientbildung überhaupt möglich ist. Da 

(341) $ = /•(«!, s,, s,) 
ist, 80 ergibt sich: 



(342) dO- It äs, +'^ds, + Z ds, , 



und da 

ist, so ist die Quotientbildung möglich, falls es zur Multiplikation -Md eine 
andere -^-o gibt, so, daß für jede beliebige Größe ^ von derselben Orien- 
tierungsweise als ^ gilt: 



1) Beide Bedingungen sind wohl za beachten. Da sich V, wie wir weiter 
sehen werden, in derselben Weise zu den skalaren Operatoren verhält, wie ein 

C«- V 

Vektor zu einer Zahl, sind die formalen Regeln für das Arbeiten mit skalaren 
Differentialoperatoren innc zu halten. Es ist namentlich zu vermeiden, das 
Zeichen hinter die zu differenzierende Größe zu stellen, oder über Klammern 
hinweg zu differenzieren (vgl. S. 20G und 207). 



Die Funktionen eines Vektors 157 

(343) a -iK) (b -2-0 '^) = (a . b) 7^, 

wo a und h beliebige Vektoren sind. Denn in dem Falle ist^ in ähnlicher 
Weise wie oben für die Diflferenzierung eines Skalars abgeleitet wurde: 



d^ 
d^ 



(344) """^ ~ ~ V*» äi: ■•" *» aii + *» di>,)~^^ 

Ist ^ ein Skalar^ so sind sowohl -^ als -^ gleich -, denn es ist 

a- (bc) = (a • b)c, 
und es ergibt sich hier also nochmals, daß: 

8 

Ist ^ ein Vektor, so ist nach (173 c): 

(173c) a(bc)-(a.b)c, 

also: 



(338) .^=-Vi». 





-i-0 = 


■Lü 


und demnach: 


-äk) = 


= L, 


(345) 


dr 
da x^ 


S 

-7v, 


oder bei Differenziei 


rung nach dem Ortsvektor r: 


(346) äfix - 


— Vv — — («V • 


T + /J7x1 


(nach (160)). 







Der vollständige DijBTerentialquotient eines Vektors nach einem 
Vektor ist also ein Affinor. 

Eine beliebige Größe als Funktion einer beliebigen ein- 
fachen Größe. Ist (^ die unabhängig Veränderliche n^' Ordnung, aus- 
gedrückt in den n orthogonalen Einheiten Q^^, ..., ß^, und ^ die ab- 
hängig Veränderliche, so ist: 

(347) <^^-nj^. + -+ilä0,- 

Existieren nun zwei Multiplikationen -^-o und -^-o, so daß stets gilt: 

(348) T-^(n-^A) = (To-<'IDA, 

wo 'P lind II beliebige Größen «**" Ordnung, \ eine beliebij^e Größe der- 
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selben Orientierungsweise wie <J>, und o— o die zur Ordnung n gehörige, 
auf S. 155 definierte, stets existierende Multiplikation ist, so gilt offenbar: 

(349) 4> 



Dieser Fall umfaßt sämtliche vorhergehenden Fälle. Von einer richtig ge- 
bildeten Analjsis höherer Ordnung darf erwartet werden, daß die Multipli- 
kationen -2h3 und -2-0, wenigstens für den Fall, daß 5Jf eine einfache Größe 
ist, stets vorhanden sind. Ist 7^ zusammengesetzt, so kann der Differential- 
quotient für jeden Teil gesondert angegeben werden. Der totale Diffe- 
rentialquotient ist dann aber nicht einfach die Summe, da sich im all- 
gemeinen zu jedem Teil eine andere Multiplikation gesellen wird. 

Allgemeines über die DUTerentlaloperatoreii V — o. In der- 
selben Weise, wie ein gewöhnlicher Operator sich aus einer Größe und 
einer Multiplikation zusammensetzt, setzen sich die Differentialoperatoren 
V— o zusammen aus einem Operatorkern V und einer Multiplikation. 

Sind 

die n' Bestimmungszahlen einer Größe ^n-ter Ordnung, die sich bei 
Drehung des Bezugssystems in bestimmter Weise transformieren, so trans- 
formieren sich die partiellen Differentialoperatorkeme ^) 

d^i' '"' ä*„. 

bei Drehung des Bezugssystems nach einem bekannten Satze der Inva- 
riantentheorie kontragredient zu den $. Ist nun insbesondere die Größe 
^ in orthogonalen Einheiten ausgedrückt, so transformieren sich ihre 
Bestimmungszahlen orthogonal, die partiellen Differentialoperatoren dem- 
nach nicht nur kontragredient, sondern auch kogredient zu diesen Zahlen. 
Die bestimmenden skalaren Operatorkeme des gerichteten Operatorkernes 

V 



d 
1) In der gewöhnlichen oder SkalaranalysiB nennt man -r- einen Operator, 

a t 

während doch eigentlich erst -^ • ein Operator ist nnd -j- dagegen ein Operator- 

kem. Da die Skalaranaljsis aber keine verschiedenen Multiplikationen kennt, ist 
diese Unterscheidung dort unwichtig, in den höheren Analysen ist sie aber streng 
durchzuführen, da Verwirrungen sonst nicht zu vermeiden sind. 
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transformieren sich also wie die Bestimmnngszahlen einer Größe n^' 
Ordnung, und das Resultat einer Verknüpfung einer beliebigen Größe mit 

y ist demnach Ton derselben Orientierungsweise wie dieselbe Verknüpfung 

dieser Größe mit einer Größe n^ Ordnung. Nach der auf S. 89 ausge- 
sprochenen Regel ergibt sich infolgedessen, daß sich die allgemeinste Ver- 
knüpfung eines Differentialoperatorkemes n*®' mit einer Größe m*®' Ord- 
nung aus {2p + 1) einfachen Größen ff — J?, . . ., ff +!>**' Ordnung zu- 
sammensetzt, wo 

ff «m] . 

> ist für w > w und 



^\ fü: 
m j 



ff ^ 

für m <in. 

p = 





Art des totalen 




Differentialquotienten : 


Skalars 


Skalar 


Vektors 


Vektor 


Deviators 


Deviator 


Skalars 


Vektor 


Vektors 


Affinor 


Skalars 


Deviator 



Innerhalb der Affinoranalysis, die sich nur mit Größen bis zur zweiten 
Ordnung befaßt, können also die folgenden Fälle vollständig behandelt 

werden: 

Funktionen : 

1. Skalar, Funktion eines Skalars 

9 

^' 79 V 7) 

4. Vektor, „ „ 

6. Deviator, „ „ 

Von diesen gehört 1 der gewöhnlichen Differentialrechnung an, und fallen 
2 und 4 auch innerhalb des Bereiches der Vektoranalysis. 

Da die Differentialoperatorkerne w*" Ordnung dieselbe Orientie- 
rungsweise haben wie die Gb-ößen w*" Ordnung, verhalten sie sich zu diesen 

dt 
Größen ebenso wie die skalaren Operatorkerne -j- zu den gewöhnlichen 

Zahlen. Namentlich gehorchen sie den Multiplikationsgesetzen der Größen 
ihrer Ordnung in derselben Weise und ebensoweit, wie die Operator- 

kei-ne ^- den Gesetzen der skalaren Multiplikation. Die Anwendung dieser 

Gesetze zum Beweise neuer Formeln, ist also, wie Burkhardt schon 
1896*) für n=l bemerkte, durchaus gerechtfertigt und invarianten- 
theoretisch vollkommen zu begründen. Nur muß dabei beachtet werden, 
daß die Operatoren keine gewöhnlichen, sondern eben Differentialoperatoren 
sind. Man hat sich daher stets zu vergegenwärtigen, auf welche Größen 
sie als solche zu wirken haben. Keineswegs sind sie wie Burali Forti 
und Marcolongo für n = 1 meinen, bloß „tachigraphes essentiels", die 

n 96. 8. 
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womögliph zu vermeiden wären (vgl. S. 91 und 208), im Gegenteil sind 
sie als Operatoren höherer Ordnung ebenso berechtigt wie die Zahlen 
höherer Ordnung. Erst durch ihre Anwendung erreicht eine jegliche 
höhere Analysis ihre charakteristische Eleganz und Kürze. 

Das Skalarfeld. Außer den Funktionen von skalaren Veränder- 
lichen sind für die Physik die eindeutigen Funktionen des Ortsvektors 
von ganz besonderer Wichtigkeit. Ist eine Größe als eine solche Funktion 
gegeben^ so bestimmt sie ein Feld, und zwar kann man je nach der Art 
der Größe unterscheiden Skalarfelder, Vektorfelder, Deviatorfelder, Affi- 
norfelder usw. 

In dem Skalarfeld des Skalars p: 

p = m 

werden die Flächen, auf die p einen konstanten Wert hat, gegeben durch 

die Gleichung 

p » konstant. 

Senkrecht auf diesen Flächen 
stehen die Linien des größten Ge- 
fälles. Ist P ein Punkt der Fläche 




p'^c-rdc 
Pig. 18. Skalufeld mit Niveanüftchen. 



p^c, 

und P' ein Punkt der benachbarten 
Fläche 

jP = c + de, 
dann ist nach (339): 

dp dr . (Vp) (Fig. 13). 

Bei konstantem dp ist dr am kleinsten, wenn Vp und dr in derselben 
Geraden liegen, ^p hat also die Richtung der Normalen der Fläche j) = c. 
Die spezifische Zunahme von p in jeder anderen Richtung ist gegeben 

durch die Projektion von V|> auf diese 
Richtung, was aus (339) oder auch aus 
der ÄhnHchkeit der Dreiecke PPT" 
und PQ"Q* in Fig. 14 hervorgeht. Der 
negative totale Difierentialquotient eines 
skalaren Feldes: 

(339) - äl - Vi, 

gibt in jedem Punkt den relativen Zuwachs 
nach Richtung und Größe an und wird 
daher bezeichnet mit grad p (Gradient). Für ein Skalarfeld ist also 

(350) grad/) = Vp, 




p^c + dc 

Flg. 14. Skalarfeld mit NiTeaalinlen 
und Oradlentrektor. 
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Der Vektor grad p ist wiederum eine Funktion von r, bildet also ein 
Vektorfeld^ und zwar ein solches, wie es aus der Differenzierung eines 
Skalarfeldes hervorgehen kann. Das Vektorfeld gradp bezeichnen wir 
als negatives Differentialfeld oder Gradientfeld von p. 

Das Vektorfeld« Ist der Vektor v als eindeutige Funktion des 
Ortsvektors r gegeben: 

v = /-(r), 
dann ist nach (346): 

dv « lidvi + igdt?jj + i^dv^ = — rfr(Vv) 



(351) 



dv. = ~ dr. + K-^dr^ + ^- dn 



Deuten wir V als die Geschwindigkeit der Strömung einer idealen 
inkompressibelen Flüssigkeit, die die Eigenschaft hat, an bestimmten Stel- 
len, Quellen, entstehen, und an anderen. Senken, verschwinden zu können, 
so gibt in einem bestimmten Punkt P des Feldes rfv die relative Ge- 
schwindigkeit der Teilchen des Differentialraumelements um P in bezug 
auf das Teilchen in P an, wenn der Ort eines jeden derartigen Teilchens 
durch dr gegeben ist. Da nach (346): 

dy dr(Vv) == - -J-dr(V . v) - |dr x (V x v) -dr X (V X t) 

ist, läßt sich diese relative Bewegung in drei Teile zerlegen. 
Der erste Teil: 

(352) dv(^) idr(V.v) 

dessen Komponenten: 

(353) '^<^-=i-(a>^ + a^ + |?)^^.,cycl., 

sind, ist eine nach allen Seiten gleichmäßig von P aus oder nach P hin- 
gehende Strömung, je nachdem V • V negativ oder positiv ist. Die Ge- 
schwindigkeit im Abstände dr von P beträgt y(V • y){dT)^ in der Rich- 
trmg nach P hin, die Einströmung pro Zeiteinheit in eine Kugel mit 
dem Radius (dr)^ also: 

und dieselbe pro Volumeinheit berechnet demnach: 

Schonten: Vektor- u. Afflnoranalysis 11 



(854) 4,(dr)p(V.T)(dr)„^^^ 
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Die Größe V - y, die das Maß der reinen Strömung nacli P liin ist und 

Senkenstarke in P genannt werden kann, wird mit conv T (Gonvergenz) 

bezeichnet: 

(356) convY=«V-Y. 

Die Operation conv » V • ergibt, bei Anwendung auf ein Vektorfeld, 
sämtliche Senken und Quellen dem Ort und der Größe nach. Das 
Skalarfeld V*Y nennt man das skalare Differentialfeld oder Senken- 
feld Yon Y. 

Derselbe Operator auf einen Skalar angewandt, erzeugt dort den ne- 
gativen totalen DifFerentialquotienten: 

(339,350) V.i) = graJi)--|f, 

und zwar aus dem Grunde, weil die skalare Multiplikation hier zugleich 
die totale Multiplikation ist Der Name Konvergenz verliert hier seine 
anschauliche Bedeutung. Da der Operator V • aber in beiden Fällen der- 
selbe ist, wollen wir die Bezeichnung conv auch auf die Differenzierung 
eines Skalarfeldes anwenden. Wir gewinnen dadurch das Recht, stets 
grad p durch conv p ersetzen zu dürfen, wodurch eine besondere Verein- 
fachung vieler Formeln erzielt werden kann.^) 
Der zweite Teil der Bewegung um P: 

(366) dvW \dr x (V x v), 

isty wie aus der Formel ersichtlich, eine reine Drehung um den Vektor 
(V X y) als Achse, deren Drehrichtung der Richtung von V x v mit 
Hilfe einer Rechtsschraube zugeordnet ist, und deren Winkelgeschwindig- 
keit gleich 

iM(V X T) 

ist Die Größe V x v, die das Maß der reinen Drehung um eine Achse 
durch P ist und WirbelsiSrke genannt wird, bezeichnet man mit rot v: 

(357) rot V « V X Y. 

Die Operation rot »= V x ergibt bei Anwendung auf ein Vektor- 
feld sämtliche Wirbel des Feldes, dem Ort, der Richtung und dem Be- 
trage nach. Das Vektorfeld V x v nennt man das vektorische Dif- 
ferentialfeld oder Wirbelfeld von v. 



1) Wir behalten natürlich das Recht, stets aach die Bezeichnung gradp an- 
zuwenden. Wem also die Unterscheidung von SkaJaren nnd Vektoren durch die 
Schriftart noch nicht genügt, oder, wer noch besonders znm Ausdruck bringen 
will, daß die Größe conv p im Gegensatz zu conv v ein negativer totaler Differen- 
tialquotient ist, der mag das Zeichen grad vervrenden, wo es ihm nützUch erscheint. 
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Der dritte Teil der Bewegung um P: 

(358) dv(»)=-dr X (V X r), 

dessen Komponenten 

sind; entspricht einer Deformation des Differentialraumelements ohne 
räTunliche Ausdehnung und ohne Drehung. Bei einer solchen Deformation 
bleiben stets drei bestimmte imter sich senkrechte Achsen ihrer Richtung 
nach ungeändert (ygL S. 132), während alle anderen eine Richtungsände- 
nmg erleiden. Für diese Art Deformation haben wir den Namen Devia- 
tion eingeführt. Wir bezeichnen demnach die Große V X T, die diesen 
Bewegungsteil bestimmt, mit dev Y: 

(360) devY-V X V. 

Die Operation V X ergibt, bei Anwendung auf ein Vektorfeld, sämt- 
liche Stellen, an denen Deviation auftritt Nennen wir diese Stellen 
Scheren, so bestimmt V X also den Ort, die Orientierung und den 
Betrag sämtlicher Scheren des Feldes. Das Deviatorfeld V X Y be- 
zeichnen wir als deviatorisches Differentialfeld oder Scheren- 
feld von T. 

Die Gleichung (346) läßt sich jetzt in folgender Weise schreiben: 

(361) — -j-r^ c= Vy = aconvY + /5rotv+ devv. 

Die Funktion Vy ist der negative vollständige Differentialquotient 
des Vektors v nach r und kann demnach als Gradient des Feldes v an- 
gesprochen werden: 

(339, 350) gradi) = — ^ - Vp - convjp 

(362) grad v = — ^— j^ — Vv = a conv v + /5 rot v -j- devv 

Das Feld Vv bezeichnen wir als negatives Differentialfeld oder (rra- 
dientfeld von v. 

Bei den Gleichungen (350) und (362) ist zu beachten, daß grad ein 
Funktionszeichen ist, und stets den negativen vollständigen Differential- 
quotienten bildet, conv, rot und dev dagegen Operationszeichen sind, die 
sich unabhängig von der Art der passiven Größe stets in derselben Weise 
aus dem Operatorkem V, verbunden mit irgendeiner Multiplikation, ab- 
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leiten. Bei einem Skalar j? ergibt der Operator cony gerade die Funktion 

grad|); es darf aber nicht 

conv «■ grad 

gesetzt werden, da dasselbe bei anderen Grrößen nicht der Fall ist. 

Die mnemotochnische Bedeutung der Zeichen der Orund- 
multiplikationen. Die Wahl der Zeichen für die Grundmultiplikationen 
kann jetzt begründet werden. Das erste und zugleich einem größeren Teil 
der mathematischen Physik nächstliegende Untersuchungsgebiet, das 
sich mit Größen höherer Ordnung befaßt, ist das Vektorfeld. In ihm ent- 
spricht die Senke bzw. Quelle dem Skalarteil des abgeleiteten Affinors, 
entstehend durch skalare Multiplikation von V mit dem Vektor des Feldes. 
Es liegt also nahe, der skalaren Multiplikation ein Zeichen zu geben, daß 
die punktförmige Senke bzw. Quelle yersinnlicht. Das beste, und sich 
natürlich darbietende Zeichen wäre der vielseitig symmetrische Strahlen- 
komplex oder Stern: 

Das Zeichen ist aber schwer zu schreiben und muß also, wenigstens für 
die Schrift, durch ein einfacheres ersetzt werden. Da bietet sich denn 
nichts anderes als der Punkt: 

oder der kleine Ereis 

der aber, da er auch an eine Drehung erinnert, weniger charakteristisch 
ist. Nun hat, anscheinend zuföUig, Gibbs in seiner Vektoranalysis gerade 
den Punkt als Zeichen der skalaren Multiplikation gewählt, und dieses 
Zeichen bekommt dadurch einen noch größeren Vorzug. Die yon Burali 
Forti und Marcolongo gegen seine Verwendung hervorgehobene Tatsache, 
daß der Punkt auch als Trennungszeichen bei der Multiplikation von ge- 
wöhnlichen Zahlen gebraucht werde, verwandelt sich in unserer Analysis 
in einen ganz besonderen Vorzug, da wir ja diese Multiplikation mit der 
skalaren identifiziert haben, und da wir, unseren für den Gebrauch der 
Zeichen aufgestellten Prinzipien (S. 115) gemäß, das Zeichen < zwar unter- 
drücken können, es aber auch jederzeit gebrauchen dürfen. Wo wir es 
also in diesem Falle verwenden wollen, steht es nicht nur da als bloßes 
Trennungszeichen, sondern zugleich auch als richtiges Multiplikations- 
zeichen. 

Der vektorische Bestandteil des Gradienten eines Vektorfeldes, der 
durch die vektorische Multiplikation von V mit dem Vektor des Feldes 
entsteht, entspricht einer reinen Rotation des Differentialraumelements. 
Für die vektorische Multiplikation ist also ein Zeichen zu wählen^ das 
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eine Drehung yersinnlicht. Das natürliche Zeichen der Drehung, das schon 
den alten Indem hekannt war, ist die sogenannte Svastika: 

/ 
/\ / \ /\ 

\/ . V 

/ . 

deren Verwendung den Vorzug bieten würde, für eine nicht kommutative 
örundmultiplikation auch ein nicht kommutatiTes Zeichen zu besitzen. 
Für die Schrift ist aber dieses Zeichen viel zu kompliziert. Wir müssen 
daher zu ^^^ ^ 

■ /\ /\ 

greifen, oder gar zu dem rechtwinkligen Ereuz 

dem Zeichen, welches Gibbs, wiederum anscheinend zuföUig, für diese 
Multiplikation einführte, für die eine Richtung, und & (Drehung ent- 
gegengesetzt der ührzeigerrichtung) für die andere. Da man in den meisten 
Fällen mit x allein auskommt, empfiehlt sich diese Festsetzung, da sie 
am wenigsten neue Zeichen erfordert. Das Zeichen x für die skalare 
Multiplikation zu Terwenden, wie Burali Forti und Marcolongo es ton, 
ist grundsätzlich zu verwerfen. Dasselbe gilt hinsichtlich des von ihnen 
für die vektorische Multiplikation eingeführten Zeichens A. Will man 
schon ein neues Zeichen einführen, dann soll dies doch wenigstens asym- 
metrisch in bezug auf die vertikale Mittellinie sein. 

Dem dritten, deviatorischen Bestandteil des Gradienten, der durch 
die deviatorische Multiplikation von V mit dem Feldvektor entsteht, ent- 
spricht die rein deviatorische Deformation, die alle geraden Winkel bis 
auf drei in schiefe umsetzt. Das schiefe Ereuz 

X 
bildet also eine vorzügliche Versinnbildlichung gerade dieses Bestand- 
teiles. Auch ist es als symmetrisches Zeichen der kommutativen devia- 
torischen Multiplikation angemessen. 

Das Afflnorfeld. Ist ein Affinorfeid A als eindeutige Funktion des 
Ortvektors gegeben, so stellt 

dr 
.fiinen Operator dar, der sich aus |olgenden Teilen zusammensetzt: 

1) Das hier aus typogiaphi sehen Rücksichten verwendete Zeichen ist zwar 
nicht vollkommen genau rechtwinklig, es unterscheidet sich aber doch genügend 
von dem daneben verwendeten schiefen Kreuz, um Verwechslung auszuschließen. 
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Für den Skalarteil yon A: Vektor • 
„ „ Vektorteil „ „ : Skalar •, Vektor x, Deviator X . 
„ „ Deviatorteil „ „: Vektor X , Deviator x, Septor —o, 

wo — o eine zur Analysis dritter Ordnung gehörige Multiplikation ist. Dies 
ist ein zusammengesetzter Operator der Analysis dritter Ordnung (eine 
Gibbssche Triade)^ der sich nicht in derselben einfachen Weise wie eine 
Dyade in eine Große und eine Multiplikation zerlegen läßt. Eine adäquate 
Darstellung dieses Operators innerhalb der Affinoranalysis ist ausge- 
schlossen, und die yoUständige Behandlung des AfBnorfeldes ist also hier 
nicht möglich. Sowie es aber innerhalb der Vektoranalysis möglich ist^ 
von einem Vektorfeld wenigstens das skalare und vektorische Differen- 
tialfeld darzustellen, ohne daß damit die Behandlung des Differentialfeldes 
selbst gegeben wäre, kann auch die AfQnoranalysis wenigstens zwei wich- 
tige Teile des Differentialfeldes eines Afßnors zur Ausdruck bringen. Diese 
Teile sind, erstens das yektordyadische Differentialfeld, ein Vektorfeld, das 
sich, wie wir sehen werden, charakteristisch als Senkenfeld ansprechen 
läßt, und demnach mit Gout A bezeichnet werden mag: 

(363) CouT A - V A = I conv Ä, + \ rot A^ + dev A^ 

und zweitens das affinorische Differentialfeld, ein Affinorfeid, das in 
ähnlicher Weise Wirbelfeld zu benennen ist und die Bezeichnung Rot A 
erhalt: 

(364) RotA-VHA. 

Die Bedeutung dieser Felder kommt in der Theorie der Felder am Ende 
dieses Kapitels zur Sprache. (Vgl. 200 u. f. und 227 u. f.) 

Anwendnng der geriohteten DiiTerentlaloperaterMi auf 
Sninmeii und Produkte. Dem distributiven Gesetz gemäß ist für Ope- 
ratoren und Größen irgendwelcher Ordnung: 

j^ (365) V (^ + ^) = V$ Z7^' 

Da femer für jeden skalaren Operator -^t-* dem distributiven Gesetz ge- 
mäß, gilt: 

(366) ^($_^^)_:^^^ + $^J^, 

WO — o eine beliebige Multiplikation isi^ gilt f&r jeden gerichteten Differen- 
tialoperator: 

(367) V-Lo(0^^)-V<i.-^(0^53P) + V,j,^(0-^^), 
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wo der Index ^ angibt^ daß nach (^ zu differenzieren und 1^ als Eonstante 
zu betrachten ist. Die Gleichung ist durch nochmalige Anwendung des 
distributiven Gesetzes zu beweisen. 

Zur Umformung dieser Gleichung ist folgendermaßen zu verfahren. 
Für jeden Teil suche man die Assoziation so zu ändern, daß der gerichtete 
Differentialoperator mit der zu differenzierenden Größe in der richtigen 
Reihenfolge zusammenkomm t, z. B.: 

(368) v^-2-o ($ -äk) ^) « (V -2-0 <J)) -iK) ^. 

Die Indizes fallen dann fort, und der Differentialquotient ist zerlegt in 
zwei Quotienten, in denen jedesmal einer der Faktoren als Eonstante er- 
scheint^). Von einer richtig gebildeten Analysis geometrischer Großen darf 
erwartet werden, daß die Multiplikationen -2-o und -^, wenigstens für 
den Fall, daß <|> und T^ einfache Größen sind, stets vorhanden sind. 

Die abgeleiteten Differentialoperatoreii. Wird ein Differential- 
operatorkem V mit einer gerichteten Größe als Eonstante multipliziert, 
z. B.: 

O-oV, 

wo — o eine beliebige Multiplikation ist, so entsteht ein neuer Differen- 
tialoperatorkem, der nicht mehr die einfache Bedeutung hat, einen Diffe- 
rentialquotienten oder den Teil eines solchen zu bilden. Wird ein Operator 
mit einem solchen Eem auf eine andere Größe angewandt: 

und ist Assoziationsänderung möglich: 

SO gestattet der Operator (<J) -^ V) -^ die Umgehung der Multiplika- 
tionen -S-o und -*-o durch Verwendung von -*-o und -*-o. Sind dabei 
letztere Multiplikationen von einer niederen Ordnung als -^ und -^, so 
ermöglicht also der Gebrauch des abgeleiteten Operators, wenn auch nicht 
in völlig adäquater Weise, in den Zeichen einer Analysis niederer Ord- 
nung Tatsachen zur Darstellung zu bringen, die eigentlich einer Analysis 
höherer Ordnung angehören. 

Sind z. B. in obenerwähnter Gleichung: 

si n si 

(367) V-iK)($.^53P) = V<j.-SK)(<J)-io5i;) + V,ir.^(^c^<J)) 

1) Wie unter Anwendnng des distribativen GreBetzes unmittelbar hervorgeht, 
darf bei dieser AssoziationBändening von einer zufälligen Eommutabilitilt von 
(z. B. wenn O = ^) kein Gebrauch gemacht werden. 
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die zu -^, -^-o gehörigen, eine Assoziationsänderung erlaubenden, Multi- 
plikationen -2-0, -i-o, sind aber solche Multiplikationen zu -^o, o-^ in 
der Analysis, mit der man arbeitet, nicht vorhanden^), so läßt sich die Um- 
formung wenigstens in folgender Weise vollziehen: 

(369) V-io(0-*^^)-(V-2K)^)-iK5^ + ($-i^V)^^^. 

In der Tat finden sich innerhalb der Yektoranalysis verschiedene solche 
Umgehungen höherer Multiplikationen. 

Die Anwendung von Differentialoperatoren erster Ordnung 
auf Summen und Produkte von Skalaren und Vektoren. Die 

Wirkung der Differentialoperatoren erster Ordnung bildet ein Beispiel 
zu obigen allgemeinen Erörterungen. 

Summen von Skalaren, Vektoren und Affinoren. 

(370) V(a + ft) - Va + V6, 

(371) V-o(a + b)-V-oa + V-^b, 

(372) V -^ (A + B) « V -o A + V -^ B 
(umfaßt (370) u. (371), wo — o eine beliebige Multiplikation ist). 

Produkt von zwei Skalaren. 
grad: 

V(a6) = V,(ai) + V,(a6) 

=« Vab + aVb. 

Produkt eines Skalars mit einem Vektor, 
conv: 

(374) V. (ab) « V^- (ab) + Vb- (ab) - Va • b + aV • b. 
rot: 

(375) V X (ab) = V^ x (ab) + Vb x (ab)«Va x b +a V x b. 
dev: 

(376) VX (ab) - V^ X (ab) + Vb X (ab) = Va X b + aV X b 
grad: 

(377) V(ab) = V„(ab) + Vb(ab) « Vab + aVb. 
Bot: 

(378) Vn(ab)-V^"l (ab) + Vbn(ab)- VaH b + aV"l b. 

Skalares Produkt zweier Vektoren, 
grad: 

V(a . b) = V.(a . b) + Vb(a • b) 

— (Va)b + (Vb)a = grad ab + grad bjÄ (nach (173c)) 
=«yConvab+ f rota X b + deva X bj (nach 
+ \ conv ba + ^ rot b x a + dev b X a J (174)), 



(373) 



(379) 



1) Vgl. Fußnote S. 167. 



Anwendung der Differentialoperatoren auf Produkte 



16J> 



oder nach (175): 

V(a . b) - — b X (V X a) + (b • V)a 
— ax (Vxb) + (a. V)b 



(380) 



I 



Die Umformung (380) bedient sich nur der Multiplikationen der 
Vektoranalysis^ die abgeleiteten Operatoren (a • V) und (b • V) dienen 
zur Umgehung der deviatorischen Multiplikation. 



Vektorisches Produkt zweier Vektoren. 



conv: 



(381) 



V • (a X b) — V» • (a X b) + Vb • (a X b) 
- (Va) Fl b - (Vb) Fl a (nach (166)) 

oder nach (172): 

(382) V • (a X b) - (V X a) • b - (V X b) • a. 

rot: 

V X (a X b) =• V» X (a X b) + Vb X (a X b) 
= (Va)71b-(Vb)7Ia 
= (V ~1 a)b - (V ~1 b)a . 

— ■f conTab +-^rota x b — deva X b](nach 

- -f- conv ba — -J rot b x a -f dev b X a j (176))^ 
oder nach (175): 

V X (a X b) - b(V- a) - (b • V)a 
(384) . V ^ V / V V 



(383) 



(nach (173b)) 



I 



oder nach (180): 
(385) 



-a(V.b) + (a-V)b, 

V X (a X b) — (b X V) X a — b X (V X a) 
— (a X V) X b + a X (V X b). 



Auch in den beiden letzten Formeln ist die Umgehung der Multiplika- 
tion X durch den Gebrauch von abgeleiteten Differentialoperatoren erreicht. 



der: 



(386) 



oder nach (189): 



(387) 



V X (a X b) - V. X (a X b) + Vb X (a X b) 

- (Va) n b - (Vb) n a | (nach 

--(Vna)LXb + (Vnb)LXa/(186b)), 

V X (a X b) - - Jb X (V X a) - A(b X V) X a 

+ ia X (V X b) + i-(a X V) X b 

- -i-(V X a)xb--i(Vxa) X b 

- i(V X b) x a + A-(V X b) X a, 
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oder nach (190): 



<388) 



<389) 



I 



V X (a x b) b X (V x a) - (b X V) X a 

+ a X (Vxb) + (ax V) X b. 



grad: 



\ 



f V (a X b) = V,(a X b) + Vfc(a x b) 



l 



(Va) ~1 b - (Vb) ~1 a (nach (167)). 



<390) 



(nach (187)), 



DeTiatorisohes Prodakt zweier Vektoren. 

rot: 

Vx (a X b) - V, x (a X b) + Vb X (a X b) 
= b X (V X a) - (b X V) X a 
+ a X (V X b) - (a X V) X b 
-|(V X a)xb + i(Vxa) X b 
+ i(V X b)xa + -|-(Vxb)X a 
oder nach (188): 

V x (a X b) ^ b X (V X a) + (b X V) X a 

- a X (V X b) + (a X V) X b. 

deT, Cony: 

VX(a X b)-V(a X b)-V, X (a X b) + Vb X (a X b) 

- (V \ a)b + (V \ b) a (nach (184)) 

- S(V.a)b-^(V X a) x b + -J (V X a) X b| (nach 
+ KV . b)a - ^(V X b) X a + i(V X b) X a; (182)), 

«der nach (177): 

V X (a X b) =- -|-b(V • a) + |b(Va) - i(Va)b 

+ ia(V . b) + ^a(Vb) - J (Vb)a. 



<391) 



<392) 



<393) { 



<394) 



<395) 



Dyadisches Prodakt zweier Vektoren. 

Conv: 
V(ab) - V.(ab) + Vb(ab) 

=- (V • a)b + (a • V)b = (V • a)b + a(Vb) (nach (173c)) 

• conv ab + a grad b. 

Rot: 

V n (ab) - V. n (ab) + V» H (ab) 

- (V X a)b - a ~1 (Vb) (nach (167)) 

-• rot ab — a "~1 grad b. 
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Cobt: 



(396) 



Affinorisches Produkt zweier Vektoren. 

V (a n b) - V.(a n b) + Vb(a H b) 
- (V X a) X b - a (V ~1 b) 
-» rot a X b — a Rot b. 



(nach (173 b)) 



Bot: 



(397) 



V n (a n b) = Va n (a n b) + Vb (a n b) 

- (V n a) n b + (a r V) n b, 

oder nach (161b): 

V n (a ~1 b) V ~1 (ba) + 2/JV(a • b) 

(398) { - - rot ba + b ~1 grad a (nach (167)) 

+ 2j3 grad ab + 2/3 grad ba (nach (173c)). 



Conv: 



(399) 



Produkt eines Skalars mit einem Affinor. 

V(aB) - V.(aB) + Vb(oB) 
- VoB + oVB 
=— conv aB + a Cony B. 



Rot: 



(400) 



V n (aB) - V„ n (aB) + V» (aB) 
- Va~lB + oV~lB 
= conT a "1 B + a Rot B. 



Yektordyadisches Produkt eines Vektors mit einem Affinor. 



conv: 



(401) 



rot: 



(402) 



der: 



(403) 



V • (Ab) - Va • (Ab) + Vb • (Ab) 

- (VA) . b + (Vb) n (Ai) 

— Conv A • b + grad b Fl A^. 

V X (Ab) - Va X (Ab) + Vb X (Ab) 

- (V ~1 A)b + (Vb) 71 Aj 

— Rot Ab + grad b x1 A.^. 

f V X (Ab) - Va X (Ab) + Vb X (Ab) 

-(b JV)7|Ai+Vb7IAi 



(nach (245)) 



(nadi (241)) 



(nach (237)). 



Zu einer weiteren ümformnng der letzten Formel müßte eine Multipli- 
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katioD herangezogen werden, die innerhalb der Affinoranalysis nicht vor- 
kommt. Auch 

V(Ab) 

läßt sich also hier nicht ohne Verwendung von abgeleiteten Operatoren 
angeben. 

Affinorisches Produkt eines Vektors mit einem Affinor. 

Conv: 

V(a HB)- Va(a H B) + VB(a H B) 

(404) - (V X a)B - a(V "1 B) 

= rotaB — aRot B, 



(nach (239)) 



(405) 



r V(A n b) =- Va(A n b) + V^ (A H b) 

= (V A) X b + A, 71 (Vb) 
l — Conv A X b + A^ xl grad b. 



(nach (241)) 



Rot: 



(406) 



V n (a n B; - V. n (a n B) + Vb n (a n b) 

- (V n a) n B + (a r V) n B 

-(V.a)B-(VLa)B + 
+ (a.V)B-(aV)B 

(407) V n (A n b) « (V n A) n b + (A r V) n b. 



(nach (161b)) 



Affinorisches Produkt zweier Affinoren. 



Conv: 



(408) 



Rot: 



(409) 



, V(AB) » Va(AB) + Vb(AB) 
i - VAB + (A U V) B 

( V n (AB) « VaH (AB) + Vb n (AB) 

= vnAB + (A rV)B. 



(nach (235)). 



Auch in den letzten vier Fällen müssen abgeleitete Operatoren verwendet 
werden. 

▼ersohledene Ausdrfioke fftr das DUTerentlal des Feld* 
▼ekton. Nach (346) ist: 

dv = — I dr • conv v — | rfr x rot v — rfr X dev v . 

dj wird hier in vollkommen symmetrischer Weise zerlegt in seine drei 
Bestandteile nuUter bzw. erster und zweiter Ordnung, die den drei mög- 
lichen Bewegungsarten des Differentialraumelements entsprechen. Die 
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Vektoranalysis^ die nur die Multiplikationen • und x kennt^ ebensowie 
die herkömmliche Dyadenrechnung^ die L und "1 nicht auf die Grund- 
multiplikationen zarückführty kann niemals zu dieser Zerlegung von dj 
gelangen ; und es sind daher mannigfache Versuche angestellt worden, 
^Y doch in irgendeiner Weise aufzulösen. 
Die wichtigsten sind folgende: 

(410) dJ Vv (dr • t) + (V x t) x rfr. ^) 

Diese Gleichung ist in einfacher Weise aus (346) abzuleiten, da nach (379): 

- V, (v . dr) = - |(V . v) dr - I (V X t) X dr - (V X V) X dr, 

Sie gibt eine ganz willkürliche und geometrisch unwichtige Zerlegung 
von dJ. 

Da nach der Bedeutung von V (vgl. S. 166): 

V (v-dr) - Vt (v . dr) + Vrf,(v.dr), 

= Vt (t • dr) — V 
ist, und: 

V = Vo + dv « Vq— Vt(t • dr) + (V x v) x dr, 

wo Yq der Feldwert im Punkte r und v der Wert im Nachbarpunkte 
r + dr ist, ergibt sich: 

(411) dv « - I { V(v . dr) + Vo} - i ^r X (V X v) .») 

Diese Art der Zerlegung trennt den Vektorteil richtig ab^ läßt aber den 
Skalar und Deviatorteil zusammen und noch dazu in sehr undurchsich- 
tiger Weise. 

Wilson gab dieser Gleichung die Form: 

dv = [-Vr{dr . v) -f- |(V X v) X dr} + \ (V x v) x dr»), 

die sich unmittelbar aus (410) ableiten laBt. 

Die Differentialoperatoren erster Ordnung zweiten Ghrades. 

Wird der Differentialoperator V — o , wo — o jedesmal eine beliebige 
Multiplikation angibt ^ zweimal hintereinander angewandt^ so ist diese 
Aufeinanderfolge als Differentialoperator zweiten Grades anzusprechen. 
Je nach den verschiedenen in Anwendung kommenden Multiplikationen 
entstehen verschiedene Operatoren zweiten Grades. 

Bei Differenzierung eines Skalars kommen folgende als wichtigste 
in Betracht. 



1) S. z. B. Ol. 2 8. 163. 

2) 01.2 S.163; 09.18 8.87. 8) Vgl 01.2 8.165. 
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(412) V • (Va) — conv grad a =- conv conv a — V**a , 

wo V ' (der negative Operator von Laplace) nicht etwa nnr eine symbolische 
Bedeutung hat, sondern in derselben Weise als skalares Produkt des vek- 

torischenOperatorkemesVyWie^als skalares Produkt des skalaren Ope- 
ratorkemes^ mit sich selbst aufzufassen ist Nach (161b) und (185) ist: 

(413) 3a V« - V«^ + V»"^ = I V«^ + -\ V^ + V^ . 

Vi 

(414) V X (Va) = rot conv a — 0, 

da das vektorische Produkt eines Vektors mit sich selbst stets Null ist. 
3«: 

(415) V X (Va) « dev conv a^-V^^a^ 

wo V'^ ein deviatorischer Operatorkern mit skalarer Multiplikation ist, 
der in Komponenten zerlegt lautet: 

(416) V" - «L, g^. + cyd. + 2ßJ, ^ + cycL 

Bei DifiFerenzierang eines Vektors sind folgende Operatoren zweiten 
Grades wichtig: 
1«: 

(417) V (V • a) — conv conv a — V*'-a (nach (173 c)) 
20. 

(418) V X (V • a) = rot conv a — 0, 

da jeder Skalar rektorisch multipliziert NuU ergibt 
3«: 

(419) V • (V X a) - cony rot a - (V x V) • a - (nach (172)) 
40. 

(420) V X (V X a) = rot rot a - V*"" a - V»"- 71 a (nach (173 b)) 



5«: 



(421) 



(nach (161b)) 



V» a - V»'-a + V^'^a 

=- (VV)a + (V n V)a 

= V(Va + V~l(Vxa) - (nach (173 c und b)) 

:— conT conv a + rot rot a . 

Diese Gleichung fo^ auch aus der Assoziativitat von ¥ : 

V ¥ (V ¥ a) — (V * V) « a • 



6« und 7«: 



I 



V X (V X a) — dev rot a 

V X (V X a) — rot dev a . 
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Da nach (187) und (189): 

a X (a X b) - a X (a X b) = J (a X a) X c 
ist^ so folgt: 

(422) dev rot a = rot dev a — | V* ^ x a. 
8«: 

(423) V X (V X a) - dev dev a - V^^a (nach 184> 

Da nach (177): 

a X (aXb)-|a(a-b) + |(a.a)b 
isi^ so folgt: 

(424) dev dev a — -J conv conv a + J- V*" a . 

Da femer: 

V'a« conv conv a + rot rot a 
isty 80 ergibt sich: 

(425) dev dev a — | conv conv a + ^ rot rot a 
und: 

(426a) V*' a — I conv conv a + J rot rot a + dev dev a. 

Die letzte Formel folgt auch unmittelbar aus (174), und zwar in der Form: 

(426b) V«a - J V(V • a) + | V x (V x a) + V X (V X a) - Conv grad a. 
9«: 

(427) V n (V a) - Rot grad a - (nach (169)) 
10^ 

(428) V (V "1 a) - Conv Rot a - (nach (170)). 

Sondern wir die Operatoren, die stets Null ergeben, aus, so bleiben, 
folgende: 

Auf Skalare wirkend: 

V«- . = (V«^ + V»^ T - (1 V^^ + J V«"^ + V»") T 

■» conv conv 

(415) V* ^ • = dev conv . 

Auf Vektoren wirkend: 

(417) v*"- Lü == conv conv 

(420) V»"^ HL - rot rot 

(423) V*" Lü = dev dev 

(413) (421) f ^* =" ^^^ ßo^v i" i^ot rot — Conv grad 

(426) I « i conv conv + J rot rot + dev dev 

(422) V» ^ X - 2 dev rot = 2 rot dev . 

Die Gleichungen (421) und (426) gestatten den Differentialoperator 
zweiter Ordnxmg V*, wirkend auf einen Vektor, in vollkommen sym- 



(412), (413) 
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metrischer Weise zu zerlegen, entweder nur in die zwei Differential- 
operatoren zweiten Grades conv conv und rot rot der Analysis erster Ord- 
nung oder in die drei Differentialoperatoren zweiten 6rades conv conv, 
rot rot und dev dev der Analysis zweiter Ordnung. Jedesmal erscheinen 
die Quadrate der Ordnungskonstanten als Koeffizienten, also im ersten 
Falle 1, 1, im zweiten Falle a*, /3*, 1. Es ist ausdrücklich zu betonen, daß 
diese symmetrische Zerlegung, die als der Anfang einer sich in die 
höheren Analysen erstreckenden Gesetzmäßigkeit zu betrachten ist, nur 
erreicht wird, wenn wir i^ • i^ =- — 1 setzen. Denn setzen wir, der her- 
kömmlichen Vektoranalysis gemäß, ii-ii = -f 1, so entsteht statt (421): 

V*a = — grad dir a + rot rot a, 

und es erscheint hier also gerade die gebräuchliche Voraussetzung als 
diejenige, die die Analysis mit unnötigen und symmetriezerstörenden 
Minuszeichen belastet. 

Die wichtigsten auf Affinoren wirkenden Differehtialoperatoren 
zweiten Grades sind: 
1. 

(429) V (V A) « grad Conv A - V»^ A (nach (237)) 
2. 

(430) V "1(V "1 A) - Rot Rot A « V'^A 

3. 

(431) 

4. 

(432) V (V n A) « Conv Rot A = (nach (239)) 



= grad Conv A -f Rot Rot A (nach (243) ^)) 



Anwendung von V^ • auf Summen und Produkte. Für Sum- 
men von Größen beliebiger Ordnung gilt 

(433) V» (^ + '$) « V*^ -t- V« q$. 

Folgende Formeln geben die Wirkung von V*" • auf verschiedene 
Produkte: 

(434) V»-(a6) = V • { V(a6)} - V- { Va6 + a^b) 

(435) V«(ab) = V{V(ab)}=V{Vab + aVb} 

- V* ab + aV» b + 2VaVb 



1) Eine Zerlegung von V* A in drei Teile ist erst innerhalb der Analysis 
dritter Ordnung möglich. (Vgl. S. 202 u. f ) 
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(436) V»(a-b) 

(437) V»(a X b) 



(438) 
(439) 
(440) 



V»(a X b) 

V«-(ab) 

V»(Ab) 



.V.{V(a-b)} -V- {Vab + Vba} 
V»a.b + a-V» b + 2(Va)4nVb (221) 

V{V(a X b)} -V{(Va)-lb-(Vb)~|a) 
V«a X b + a X V»b + 2{Va% 71 (Vb) (216) 
V»a X b + a X V*b + 2(Va)t xl (Vb)^) 
V»-ab + aV»-b + 2(Va)t(Vb)i) 
V»-Ab - AV»-b + 2V{(Vb)Aj}i). 



Fl&ohen- nnd Idnienlntegrale. Es sei ^ eine geometrische OröBe 
beliebiger Ordnang und — o eine beliebige Multiplikation. Es soll das 
Fischenintegral 

n — o^de, 



ß 



WO dö ein Flächenelement und n der auf diesem Element senkreclite, 
nach der Außenseite der Fläche gerichtete Einheitsvektor ist, über eine 
geschlossene Fläche 6, und das Linienintegr 



fi 



d8 —o^, 

wo dB ein Linienelement ist, über eine geschlossene Linie $ allgemein 
bestimmt werden. 

Es sei OABCy OA^dr^, cycl. 
ein Differentialraumelement und ^ 
der Wert der geometrischen Große 
in (Fig. 15). Der Wert dieser Größe 
in dem Schwerpunkte des Dreiecks 
OBG ist dann- 

Ähnliches gilt für die Dreiecke OGA 
und OAB. Der Wert in dem Schwer- 
punkte des Dreiecks ABC ist: 




Fig. 15 DifferentiftltettMder. 



1 a* 



1 a* 



1 a* 



^ + Y a"r: ^ '^i + y äi^ ^^« + y a r. 



dr 



8* 



Die Oberflächenintegrale über die vier Begrenzungsebenen des Raum- 
elements OABC sind also: 



1) Eine direkte Ableitung dieser Formeln würde Multiplikationen dritter 
Ordnung erfordern. Der Beweis erfordert also innerhalb der AfQnoranaljsis Ein- 
führung eines Hilfsvektors oder Zerlegung in Komponenten. Vgl. 11.4 und 12.S 
S. 101 f 

Sohouton: Vektor- n. AfOnoranAlyslt 12 
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1 ^* , . 1 a* 



cycl. 
ÄBC:(ji,dr,dr, + cycl.)-o(^+| |~ rfr, + cycl), 

und das totale Oberflächenintegral ist demnach: 



WO är den Inhalt des Differentialranmelementes OABC darstellt. 

Nimmt man das Flftchenintegral über eine endliche geschlossene 
Fläche, so ist es gleich der Summe der Flächenintegrale über die Begren- 
znngsflächen sämtlicher innerhalb der Fläche gelegener Raumelemente, 
da die Integrale über alle aneinanderschließenden Flächen zweimal mit 
entgegengesetztem Vorzeichen vorkommen und sich demnach aufheben. 
Es ist also allgemein 

(441) y»~° ^dö^fv — o q^dxy 



wo 6 eine beliebige geschlossene Fläche und r der eingeschlossene Raum 
ist. Der Wert von V — o ^ für irgendeinen Punkt P des Feldes ^ ist ge- 
geben durch die Gleichung 

(442) V-oO-Lim,^^o4/»-^^^^' 



'^P 



wo T^ ein Raumelement um P ist. Daraus ei^bt sich als die von jedem 
Koordinatensystem freie Definition des Operators V 

(443) V —o - Lim ^^o \ fd(fn 

a 

Der Wert der Feldgröße in der Mitte der Seiten des Dreiecks ÄBCist: 

Seite ^Ä + y|^^^i+y|^^^« 

cycl. 
Das Linienintegral um das Dreieck ABC ist also: 

li-o(4-dr,(?r3|^ - Ldr.dr,^^ + cycl. 

=- (n X V) — o (^dö, 
wo dö den Inhalt von ABC darstellt^ und n den auf ABC senkrechten 
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EinheitsTektor, desBen Richtniig der DrehrichtuBg ABC vermittels einer 
Reclitfischraube zugeordnet ist. 

Nimmt man das Linienintegral über eine endliche geschlossene Linie, 
so ist es gleich der Summe der Linienintegrale über die Begrenzxmgslinien 
sämtlicher Differentialflachenelemente eines durch die Linie einmalig be- 
grenzten im übrigen aber beliebigen Flächenteils. Denn die Litegrale über 
alle aneinanderschließenden Linien kommen zweimal mit entgegengesetztem 
Vorzeichen Yor und heben sich demnach auf. Es ist also allgemein: 

(444) /rfs— o 0="J(ä ^ ^) — o (!>ä^> 



a 



wo s eine beliebige geschlossene Linie und 6 ein durch diese Linie ein- 
malig begrenzter^ im übrigen aber beliebiger FlächenteiL Die Richtung 
der Integration beim Linienintegral und die Richtung der Normalen n 
sind einander vermittels einer Rechtsschraube zugeordnet. 

Existieren zwei Multiplikationen -^ und -^^ die für Größen derselben 
Orientierungsweise wie ^ allgemein die Assoziationsänderung 

(a X b) -o ^ - a -2^ (b -io O) 

gestatten, wo a und b beliebige Vektoren sind, so ist 

(445)- fd^ — o q) - Jn -So (V -2^ ^)d6. 



Formel (442) gibt Anlaß zur Bildung folgender für die Affinoranalysis 
wichtiger Gleichungen: 

(446) fnpda ^ßjpdz 

u t 

(447) Jn ' Adö ^y7 • adr (Satz von Gauß) 

(448) J^n X Adö =- /v x adr 

a t 

(449) fn X ada =ß7 X adr 



(/ 



(450) fnadö -fvad- 



a 



(451) fnkds ^f^kdx 

a t 

(452) fn~\A.d6 - JV ~\Xdz. 



o 



Daneben können wir aus Formel (444) erhalten: 
(463) fdsp =/(ii X V)pd6 =/n x {'7p)d6 

» a a 

12* 
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(454) fdB . a -/(n x V) • ad« -/n • (V x a)dtf , ("«^V/I^^? 

, <f^ y (Satz V. Stokes) 

(455) Jds X a — /(n x V) x ad<y =-/n 71 (Va) dö —yn(V"l a) d<y 



a 



(nach (173 b)) 

(456) /ds X a -/(n x V) X ad« -/ii xl (Va)dff (nach (186 b))^) 

9 a a 

(457) Jdsa =-/(nxV)ad« -jn ~1 (Va)d« (nach (167)) 



<T 



^•-^ da ^ dr -r-.. =• — drVa. 



(458) jdsA ==/(n x V)Ad<y -/n(V "| A)d6 (nach (239)). 

Ist jp bzw. a eine eindeutige kontinuierliche Funktion des OrtsTektors, 
80 ist nach (339): 

dp « dr . g - - drVi> 

bzw. nach (346): 

da 

Das Linienintegral 

B fd%Vp bzw. fds{'7A) (Fig. 16) 

Flg. 16. X A 

Intogr&tioBsweg. 

ist also in beiden Fällen unabhängig vom Integrationsweg 
und gleich der Differenz zwischen den Werten der Feldgröfie in Ä und 
in B: b 

JäH^p^PA—PB 

A 

S 

JdsVtL =» a^ — a^. 



A 



Das Linienintegral Ton Vp bzw. Vy mit der Multiplikation • bzw. 
Lü über eine geschlossene Kurve ist also gleich Null^ was sich auch aus 
der aus (454) bzw. (458) hervorgehenden Gleichung: 

(a) fdH'Vp ^f(n X V) • (yp)d6 -Jn- { V x (^p))d6^0 

9 a a 

bzw.: 

(b) jdsVa -/(n X V)(Va)d<y =/ii{V"|(Va)}d<y-0 



(459) 



ergibt und sich in der Regel aussprechen läßt: 

1) Wenn dev r'«=o, so stellt r' = /'(r) eine konforme Abbildung dar. 
BeBchränken wir die Betrachtung auf eine Ebene, so hat (466) dieselbe Bedeutung 
wie der erste Satz von Gauchj der Funktionentheorie. 
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Regel: Das Licienintegral des totalen Differentialquotienten eines 
eindeutigen kontinuierlichen Feldes, mit der zugehörigen Multiplika- 
tion, ist über jede geschlossene Kurve des Feldes gleich Null. 

Umgekehrt läfit sich jedes eindeutige kontinuierliche Vektor- oder 
Affinorfeid T bzw. A, für das roty bzw. RotA im ganzen Feld NuU ist, 
und in dem also das skalare bzw. yektordyadische Linienintegral der Feld- 
größe für jede geschlossene Kurve verschwindet (459), als Differentialfeld 
eines Skalar- bzw. Vektorfeldes auffassen. Um dies einzusehen gebe man 
einem bestimmten Punkt P den NuUwert und bestimme man für jeden 
anderen Punkt P den Wert der Linienintegrale 

p p 

jdT ' V bzw. fdvk. 

Das in dieser Weise entstehende Skalar- bzw. Vektorfeld hat das 
ursprüngliche Feld als Differentialfeld. 

Theorie der Felder. Die Integrabechnung der Größen höherer 
Ordnung bezweckt allgemein das Auffinden irgendeiner Funktion einer 
einfachen Größe höherer Ordnung, wenn einer ihrer totalen Differential- 
quotienten nach dieser Größe, oder auch Teile dieser Differentialquo- 
tienten in Verbindung mit anderen Bedingungen gegeben sind. Wir wollen 
diese Aufgabe nur insofern berühren, als die unabhängig veränderliche 
Größe der Ortsvektor ist, es sich also darum handelt, ein Feld zu bestim- 
men, von dem Differentialfelder und Randbedingungen gegeben sind. 

Ist das totale Differentialfeld im ganzen Raum gegeben, so läßt sich 
die Aufgabe zunächst in derselben Weise lösen, wie die korrespondierende 
in der gewöhnlichen Skalaranalysis. Ist p ein Skalar, Funktion eines 
anderen Skalars ^, und ^ eine beliebige geometrische Größe, Funktion 
des Orts Vektors r, so ist: 



+ c 



(460) 



^-/'''iF + ^c 



WO c und ^0 unbestimmte konstante Größen. Ist die abhängig Ver- 
änderliche für einen bestimmten Wert von t bzw. r gegeben, so gestatten 
die Integrale ihre Bestimmung für jeden anderen Wert, wobei zu beachten 
ist, daß der Integrationsweg beliebig gewählt werden darf (vgL S. 180). 
Bei Feldern tritt nun aber auch noch eine andere Integrationsmethode 
in den Vordergrund, bei der Raumintegrale statt Linienintegralen ver- 
wendet werden. 
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Zerlegimg eines Vektorfeldes. Ist ein wirbelfreies Feld gegeben, 

so laßt sich in der S. 180 angegebenen Weise stets ein Skalarfeld be- 

stimmen, so daß 

V — Vjp. 

Da — Vp das totale Differentialfeld von p ist^ ist das Feld bis auf 
eine Konstante eindeutig bestimmt 

Ist ein stetiges quellenfreies Feld T gegeben, so läßt sich ebenso stets 
ein Vektorfeld a bestimmen, sodaß 

Y r. V X a 

ist, etwa^ indem man nach Liebmann 



r 



a =» — / 8^y X d% 

setzt, wobei die Integration über den Radiusvektor yon 8^0 bis 8 — r 
zu erstrecken ist.^) 

Eine andere Losung ergibt sich nach Bjerknes aus folgender Be- 
trachtung.') Sind p und q zwei Skalarfelder, deren voneinander um 1 (in 
p bzw. q gemessen) entfernte äquiskalare Flachen zusammen die Einheits- 
stromrdhren von v bilden, so ist, wie leicht ersichtlich, 

V — ± convp X conv j 
also nach (376): 

V — ± rot (p conv q). 

Es sei nun ein Vektorfeld gegeben, das innerhalb eines einfach zu- 
sammenhängenden Raumes stetig und auf der Begrenzungsfläche dieses 
Raumes Null ist. Wir betrachten nur den Teil innerhalb der Fläche und 
nennen diesen Teil ein endliches stetiges Feld. Die Stromlinien eines 
solchen Feldes befinden sich nur innerhalb der umschließenden Fläche. 
Die Stromlinien, die von der Umrandung irgendeines Differentialflächen- 
elements im Feld ausgehen, bilden eine Röhre, die von der Strömung 
nicht durchbrochen werden kann. Eine solche Röhre kann abo, da das 
Feld endlich ist, entweder in einer Differentialquelle entstehen und in 
einer Differentialsenke enden, oder in sich selbst zurücklaufen. Im ersten 
Falle besitzt das Feld aber Senken, im zweiten Wirbel. Denn das Linien- 
integral des Feldvektors über eine Linie der in sich zurücklaufenden 
Röhre ist sicher nicht Null, und da nach (454) 

Jds • V — j n • roiy d6 
ist, so ist also der Wert von rot v sicher über keinem ganzen durch die 

1) OS.9. 2) 09.20, S. 94. 
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Linie umrandeten Flächenteil gleich Null. Da aber der Teil des Raumes^ 
innerhalb dessen wir das Feld betrachten^ nach Voraussetzung nur ein- 
fach zusammenhängend ist (also z. 6. kein Ringkorper), liegt jedenfalls 
irgend ein solcher Flächenteil ganz innerhalb des Feldes^ und sind dem- 
nach in letzterem sicher irgendwo Wirbel vorhanden. 
Ist also für ein endliches stetiges Feld y 

conY — 
rot T « 0, 

so ist das Feld sicher Null. Ist von einem ebensolchen wirbelfreien Feld T 
das Senkenfeld gegeben: 

con T ^ q, 

so ist y dadurch eindeutig bestimmt, denn^ gäbe es noch ein zweites Feld 
y\ das diesen Bedingungen genügte, so wäre 

conv (t — v') = 

rot(Y~Y') = 0, 
also: 

v-t' = 0. 

In derselben Weise ist ein endliches stetiges quellenfreies Feld durch An- 
gabe seines Wirbelfeldes vollständig bestimmt, imd ebenso ein allge- 
meines stetiges endliches Feld durch Angabe seines Senken- und Wirbel- 
feldes. 

Jedes endliche stetige Feld ist demnach in einer und nur einer Weise 
in einen wirbelfreien imd einen quellenfreien Bestandteil zu zerlegen. Da 
aber der erste Bestandteil sich angeben läßt als 

conv jp, 
der zweite als 

rot a, 

kann jedes endliche stetige Feld geschrieben werden als: 
(461) V — Vj -f- v„ « conv jp + rot a 

und zwar nur in einer Weise. (Vgl. S. 187.)^) 

Das endliche stetige Skalarfeld nnd seine skalar abge- 
leiteten Felder. Es sei ein endliches stetiges skalares Feld gegeben: 

(462a) p - fir) 

1) Für einen koordinatenfreien vektoranalytischen Beweis dieses Satzes, der 
nicht Yon der Deutnng des Feldes als StrOmnngsfeld Gebrauch macht, siehe 
P. Burgatti 10. 9. 
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in einem Baumtefl t, begrenzt durch eine Fläche 6. Der negative yoU- 
standige Differentialquotient bildet ein Vektorfeld 

(462b) Y li'-V.jp- couYjp, 

das infolge Yon (418) wirbelfrei ist. Die Senken youy sind gegeben durch: 

(462 c) q =-» couY y »= couy conv jp « V*j!>. 

Sie bilden ein skalares Feld. Es sei schließlich 8 das G-radientfeld des 
Senkenfeldes: 

(462 d) 8 = couY q =- couy couy y = V* t — conv conv conv jp. 

Auch die Felder T^ g^ 8 usw. seien stetig und auf ö Null. 

Das Feld p ist vollständig durch sein Gradientfeld v bestimmt^ da 
die Integrationskonstante der Randbedingung wegen fortfällt Ebenso 
ist V als wirbelfreies Feld durch sein Senkenfeld vollständig bestimmt. 
Jedes der vier Felder läßt sich also als eindeutige Funktion jedes 
anderen angeben. Wir wollen nun diese Fxmktionen bestimmen. 

Da Y durch q eindeutig bestimmt ist^ genügt es^ eine Losung an- 
zugeben. Diese ist dann zugleich die einzige. Wäre nur eine einzige 

Q Differentialsenke qdt vorhanden^ 

P^^^ ^^y^^'^^ in einem Punkte P, so wäre das 

Feld V in einem Punkte Q in einer 
Entfernung a von P gleich: 

-~^a. (Fig. 17.) 

Q ^ Pig. 17. Punkte P and Q eines Peldei. ^ *<*m ^ o / 

Das Feld v ist also: 

wobei das Integral über das ganze Feld zu erstrecken ist Der Teil des 
Feldes jj, der nur von qäx herrührt, ist offenbar gleich: 

und das Feld jp also: 

(464.) ,-jf^. 

X 

Um das Feld v in s auszudrücken, bemerken wir, daß 
ist. Also ist: 




Das Skalarfeld und seine abgeleiteten Felder 
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und demnach: 
(464 b) 



X 



Y leitet sich also in derselben Weise aus s ab^ wie j!> ans g nnd beide 
Male ist die Integration die Umkehmng des skalaren Differential- 
operatorkems: ^ . ^x gi 31 

Deuten wir diese Umkehrung an durch das Zeichen pot x (Potential): 



(465) 



P-*^«>=/^^ 



wo ^ eine beliebige gerichtete Größe ist und der Index x das Gebiet 
angibt^ innerhalb dessen wir das Feld betrachten^ so können wir die Be- 
ziehungen der Felder j!>, y^ 9, 8 zu einander wie folgt angeben: 

p v 3 B 



!> 



(466) 



s 



conv conv pot^p 
conv pot^ conv 1) 
pot^ conv conv p 


conv pot^ v 
pot^ conv v 


P0t^4 


conv potf potf B 
potf conv potf B 
potf potf conv B 


conv p 


conv conv pot T 
conv pot^ conv T 
pot^ conv conv r 


conv pot^ q 
pot^ conv q 


pot^B 


conv conv p 


conv v 


conv conv pot^ q 
conv pot^ conv q 
pot^ conv conv q 


conv pot^ B 
pot^ conv B 


conv conv conv p 


conv conv v 


conv q 


conv conv pot^ B 
conv pot, conv B 
pot^ conv conv s 



Der Operator cony, angewandt auf Vektoren und Skalare^ und das Funk- 
tionszeichen pot^ sind hier^ wie ersichtlich^ kommutatiy. 

Das qnellenfreie endliche stetige Vektorfeld nnd seine yek- 
torisoh abgeleiteten Felder. Es sei jetzt ein in derselben Weise be- 
grenztes endliches stetiges quellenfreies Vektorfeld a gegeben: 

(467 a) conya = 0. 
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Das Wirbelfeld dieses Feldes 

'(467 b) v-rota 

ist nach (419) ebenfalls queUenfrei. Ebenso die weiteren vektorisch ab- 
geleiteten Felder: 
'(467 c) w « rot T — rot rot a, 

(467 d) z — rot w — rot rot T =- V* T « rot rot rot a. 

Auch die Felder T, w^ z usw. seien stetig und auf o Null. 

Da ein endliches stetiges quellenfreies Feld durch seine Wirbel ein- 
•deutig bestimmt ist; läBt sich wiederum jedes der vier Felder als ein- 
deutige Funktion jedes anderen bestimmen. Da: 



(ist; so folgt: 



V« V, 






dt =» pot^ z, 



und ebenso: 



a =• / 7 — " dt — pot^ w. 



Die Beziehungen der Felder a, T, w^ z zueinander lassen sich also 
wie folgt angeben: 



<468) 



rot rot pot^ a 
rot pot^ rot a 
pot^ rot rot a 


rot pot^ T 
pot^ rot T 


pot^ w 


rot potf pot^ z 
potf rot potf z 
potf potf rot z 


rot a 


rot rot pot^ T 
rot pot^ rot T 
pot, rot rot T 


rot pot^ w 
pot^ rot w 


pot^ z 


rot rot a 


rot T 


rot rot potf w 
rot potf rot w 
potf rot rot w 


rot potf z 
potf rot z 


rot rot rot a 


rot rot T 


rot w 


rot rot pot^ z 
rot potf rot z 
potf rot rot z 



Auch der Operator rot, angewandt auf Vektoren, ist hier mit dem Funk- 
tionszeichen pot^ kommutatiy. 
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Die Zerlegung eines endlichen stetigen Vektorfeldes. Das 

allgemeiae endliche stetige Vektorfeld ist yollstandig bestimmt durch sein 
Senken- und Wirbelfeld zusammen. Da das Senkenfeld ein Feld be- 
stimmt: 

(469) T — conv 1 ^^°^ dt =- conv pot^ conv y 

t 

und das Wirbelfeld ein Feld: 

(470) T^ - rot f^^ dt = rot pot^ rot Y, 

ist: 

(471) V =- Tj + T„ «= conv pot^ conv v + rot pot^ rot y 

die gesuchte und einzige Zerlegung des Feldes in einen wirbelfreien und 
einen quellen&eien Bestandteil. Sowohl y^ als y„ erstrecken sich einzeln 
auch außerhalb 6 und sind im allgemeinen auf 6 nicht Null. (VgL S. 190). 

Das endliche unstetige Skalar- nnd Vektorfeld. Lassen wir 
die Bedingung der Stetigkeit fallen^ so treten in den ünstetigkeitsflächen 
bei einem Skalarfeld Flachengradienten und bei einem Vektorfeld Flachen- 
senken und -Wirbel auf. Es sei n die Einheitsnormale in einem Punkt P 
einer Unstetigkeitsfläche ft, p^ bzw. y^ der Wert der FeldgrSße in P auf 
der Seite von n, und Pf bzw. V^ der Wert in P auf der anderen Seite. 
Betrachtet man dann die Unstetigkeitsfläche als Grenzfall einer Schicht^ 
so berechnet sich die Starke des Gradienten bzw. der Senke und des 
Wirbels in P zu: 

bzw. : 

Diese Gradienten, Senken und Wirbel sind offenbar genau wie gewöhn- 
liche Gradienten, Senken und Wirbel zu behandeln. Statt 

(Teil von 466) p — conv p pot^ conv p 

bzw. (471) bekommen wir also die Formeln: 

(472) ,_c„„/^E£,, + ™„/!<ft=«J,, 

r n 

bzw.: 

(4i3) T - codtJ -j^^ dr + conT j -l^rf,t 



f* 



+ rot f-^dr+ rot f^^^^^l^df,, 
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wo die Raamintegrale sich über den Raum t unter AusschlieBong aller 
Unstetigkeitsflächen; die Flächenintegrale sich nur über letztere erstrecken. 
In dem Falle ^ wo die ünstetigkeiten sich nnr auf der Begrenzungs- 
fläche befinden, wird p^ bzw. T^ allgemein zu Null, und (472) bzw. (473) 
gehen über in: 

(474) • p — conv / ^^?- dx — conv / 7^^ d6 

t a 

bzw.: 

(475) T =- cony / ^^°^ dt — conv / ^—^d6 

r a 

+ rot / J^ ^ dr — rot / ^-^dö. 

t a 

Es ist zu beachten, daß in den letzten yier Formeln nicht mehr gilt: 

dt ^ pot^ convjp, 



/ 

r 

/ 

r 

/ 



4««m 



convT , . 

dt = pot^ conv T , 



4«a„, 



^^dr = pot,rotY, 



da bei der Bildung des Potentials die Integration sich über den ganzen 
Raum t zu erstrecken hat. Eine Potentialbildung im oben angegebenen 
Sinne ist also hier, wo Ünstetigkeiten auftreten, nicht mehr möglich 
(vgl. S. 190). 

Die Zerlegung (475) ist die einzige, vorausgesetzt, daß man die Flachen- 
senken und Wirbel als Grenzfälle gewöhnlicher Senken und Wirbel auf- 
faßt, und die vier Teilfelder auch außerhalb 6 betrachtet. Dann bestim- 
men die ersten zwei Teile in der Tat den einzigen wirbelfreien und die 
letzten zwei den einzigen quellenfreien Bestandteil Betrachtet man aber 
nur den Teil innerhalb 6, so sind sowohl der zweite als der vierte Bestand- 
teil quellen- und wirbelfrei. Die Zerlegung ist demnach nicht mehr ein- 
deutig bestimmt. 

Im Falle r, wie angenommen, einfach zusammenhängend ist, ist ein 
Feld, das weder Senken noch Wirbel innerhalb, noch Flächensenken auf <r 
besitzt, innerhalb 6 sicher null, da eine DifiFerentialstromröhre nirgends 
enden und auch nicht in sich selbst zurücklaufen könnte. In derselben 
Weise ist, wenn r keinen fremden Baum umschließt, ein Feld, das weder 
Senken noch Wirbel innerhalb, noch Flächenwirbel auf 6 besitzt, inner- 
halb ö sicher nuU, da das Linienintegral über eine eventuell vorhandene. 
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sich Ton Flachenquelle zu FUUshensenke erstreckende Dififerentialstrom- 
röhrC; wegen des Fehlens der Tangentialkomponente des Feldes auf 6, nicht 
anders als Null sein könnte. Haben also zwei Felder innerhalb eines 
Baumes^ der einfach zusammenhangend ist, bzw. keinen fremden Baum 
umschlieBty dieselben Senken und Wirbel, und auf der Begrenzungsfläche 
dieselben Flächensenken bzw. Flächenwirbel, so sind sie in diesem Baume 
identisch und haben auch auf der Begrenzungsfläche dieselben Flächen- 
wirbel bzw. Flächensenken. Es ist ausdrücklich herrorzuheben, daß dies 
nur unter den fdr r aufgestellten Bedingungen der Fall ist. Ein Beispiel 
eines Feldes, das weder Senken noch Wirbel innerhalb öy noch Flächen- 
senken auf 6 besitzt; und doch nicht null ist, ist z. B.: 

(476) V = * '^ "" 



(a X r)«- ' 

wo a ein konstanter Vektor ist, wenn man als Begrenzungsflächen zwei 
beliebige Ereiszjlinder mit a als Achse und zwei beliebige auf a senk- 
rechte Ebenen wählt. Ebenso besitzt das Feld 



(477) T - ^ 



PI 

tn 

WO p ein konstanter Skalar ist, weder Senken noch Wirbel innerhalb <5, noch 
Flächenwirbel auf <5, wenn man als Begrenzungsfläche zwei beliebige 
Kugeln mit als Mittelpunkt wählt. 

Das nnendliohe Skalar- nnd Vektorfeld« Kann das Feld nicht 
durch eine im endlichen liegende Fläche umschlossen werden, so heißt es 
unendlich. Ein unendliches Skalar-. bzw. Vektorfeld, das Umstetigkeits- 
flächen enthalten mag, kann in derselben Weise wie ein endliches mit 
Hilfe Ton (472) bzw. (473) ausgedrückt bzw. zerlegt werden, vorausgesetzt, 
daß die Integrale einen bestimmten Wert haben. Bei einem Vektorfeld 
bedeutet dies, daß sich keine Senken oder Wirbel im Unendlichen befinden, 
daß demnach jede Dififerentialstromröhre entweder im Endlichen anfängt und 
endet, oder in sich zurückläuft Dieser Bedingung wird aber jedenfalls 

genügt, wenn die Feldgröße bei ins Unendliche wachsendem r wie —f oder 

stärker verschwindet.^) Ein endlicher Teil eines unendlichen Feldes kann 



1) Die beiden Felder t^ und t^ in (469—471) genügen offenbar dieser Be- 
dingaog. Gans hat gezeigt, daß es sogar schon genügt, wenn die Feldgröße st&rker 

als r^s verschwindet (04. 6 S. 60), und Blumenthal, daß die Zerlegung auch dann 
noch eindeutig ist, wenn das Feld samt seinen Abgeleiteten überhaupt im Unend- 
lichen verschwindet, man aber die Bedingung hinzufügt, daß die beiden Teilfelder 
im Unendlichen schwächer als log r^ anwachsen (06. 8). 
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offenbar stets als ein unendliches Feld mit ünstetigkeiten in der Begren- 
zungsfläche aufgefaßt werden. 

Allgemeine IntegrationsformeL Endliche^ sich in einem einfach 
zusammenhängenden Raum befindende^ stetige Vektorfelder^ ebensolche end- 
liche Vektorfelder mit Unstetigkeitsflächen^ und unendliche Vektorfelder, die 
im Unendlichen in bestimmter Weise null werden, lassen sich also alle 
in einer und nur einer Weise in einen wirbelfreien und einen quellen- 
freien Bestandteil zerlegen nach Formel (473), Yorausgesetzt, daß man 
auch die Flächensenken bzw. Wirbel als Senken bzw. Wirbel auffaßt. 

Brweitening der Bedeatung yon pot. Die Formeln lassen sich 
nun noch bedeutend vereinfachen, wenn wir, nach dem Vorgange von 
Gibbs, sämtliche Flächengradienten, Flächensenken und* Flächen wirbei 
als räumliche G-radienten, Senken und Wirbel in einer sehr dünnen Schicht 
aufhssen. Jedes Feld mit ünstetigkeitsflächen wird dann als stetiges Feld 
aufgefaßt, und an Stelle von (472) und (473) treten die Formeln: 

(478) P "= / ^55L? ^^ =. conv pot^ conrp 



bzw. : 



(479) 



/conv V , , . /* rot T 
r ix + rot f 



conv f . ix + rot f - — ix 
conv pot^ conv v + rot pot^ rot v. 



Ist dqf Feld ein unendliches, so kann der Index ^ fortgelassen wer- 
den. Die Bedeutung des 2ieichens pot^ ha£ hierdurch eine Erweiterung 
erfahren, wodurch wir in den Stand gesetzt werden, unstetige Felder mit 
denselben einfachen Formeln zu behandeln wie stetige. 

Die Oleiohnngen der herkömmlichen Vektoranalysis. Die 

Einfachheit und die Symmetrie der erhaltenen Formeln ist einesteils dem 
Prinzip zu verdanken, auf Grund dessen Flächenintegrale als Rauminte- 
grale dargestellt werden, und jede Komplikation dadurch in die Deutung 
und nicht in die Formeln selbst verlegt wird, andererseits aber auch der 
in diesem Buch abgeleiteten Form der Vektoranalysis, die 

setzt, und die Multiplikationen o und • identifiziert, demnach grad auf Skalare 
angewandt, durch conv ersetzen kaim. Denn die Formeln (462), (466) 
und (479) gestalten sich in der herkömmlichen Vektoranalysis, obwohl 
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sie noch keineswegs höhere Multiplikationen erfordern^ bedeutend weniger 
einfach. 

Der Zusammenhang der statt py Y, q und 8 dort meist auftretenden^ 
Felder j), T, q', s': 



f480) 



T = gradi?, 

q =- div T — div grad p — V*p =» — V*" p, 

s' » grad q — grad div V — V*v — — V*' V =* grad div grad jj, 

(vgl. 462), wo: 



(481) 



grad «= conv, 
div s« conv, 



ist in der bisherigen Darstellung (wenn wir einfachheitshalber pot statt- 
Pot anwenden*)), in folgender Weise gegeben: 



P 



(482) 



s 



—div grad pot^p 

— divpot^giadp 

— pot^divgradp 


— div pot^ T 

— pot, div T 


- pot^ 3' 


div pot, pot, b' 
pot, div pot, b' 
pot, pot, div b' 


grad p 


— grad div pot, T 
—grad pot, divv 
— pot, grad div V 


— grad pot, q 

- pot, grad q 


— pott b' 


div grad p 


divv 


— div grad pot, g' 

— div pot, grad g' 
—pot, div grad g' 


- div pot, b' 

- pot, div b' 


grad div grad p 


grad div y 


gradg' 


— graddivpot,B' 
—grad pot, div b' 
— pot, grad div b' 



(Vgl. 466). 

während die Tabelle des Zusammenhanges der Felder a, v, w und z die- 
selbe Form wie (468) hat. Die Zerlegung (479) lautete bisher: 



(483) 



V — — grad pot, div v + rot pot, rot v . • 



1) Vgl. S. 204 ff 
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Vergleichen wir beide FormeLsätze^ und beachten wir dabei, daß die 
Asymmetrie der Formeln nicht etwa durch andere Wahl der Felder ge- 
hoben werden kann, so tritt deutlich zutage^ daß die Form der Yektor- 
analjsis, die wir in diesem Buche als die Analysis der gerichteten Großen 
bis zur ersten Ordnung abgeleitet haben, in der Tat die einzige ist^ die 
den Parallelismus zwischen cout und rot in Tollstandig symmetrischer 
Weise zur Darstellung bringt, und gerade sie es ist, die die Rechnung 
von unnötigen Minuszeichen freihält. Nun ist zwar die Zerstörung der 
Symmetrie der Formeln durch die auftretenden Minuszeichen für die prak- 
tische Rechnung wenig wichtig, man kommt dabei auch mit asymme- 
trischen Formeln aus, bei Untersuchungen, bei welchen es sich darum 
handelt, tiefer in das Wesen der Sache einzudringen, ist es jedoch von 
Wichtigkeit, die Unregelmäßigkeiten, die der Sache selbst anhaften, 
zu unterscheiden, Ton denen, die nur durch die Art der Rechnung 
eingeführt werden. Überhaupt ist es möglichst zu empfehlen, eine 
Rechnungsart zu verwenden, die selbst keine Unregelmäßigkeiten hinzu- 
fügt. Denn in jedem anderen Falle kann es leicht Yorkommen, daß 
der Sache selbst Asymmetrien zugeschrieben werden, die bloß von 
dem gebrauchten Instrument herrühren, und auf diese Weise die yer- 
wendete Rechnungsart zur Bildung falscher Vorstellungen und Begriffe 
Anlaß gibt. 

Umformnng von (474) und (476), der erste Etets und das 
Theorem von Chreen. Bei der Anwendung yon (478) bzw. (479) ist zu 
beachten, daß die Eommutativität von pot^ und conv bzw. rot, die fQr 
ein stetiges endliches Feld abgeleitet wurde, für den allgemeinen Fall 
nicht gilt. Statt dieser Formeln darf also nicht etwa geschrieben werden 

p =1 pot^ conv conv p 
bzw. 

V — pot^ conv conv v + pot^ rot rot v. 

Dies findet seinen Grund darin, daß wir durch die Gibbssche Er- 
setzung von Flächengradienten bzw. -Quellen bzw. -Wirbeln durch Gra- 
dienten- bzw. Quellen- bzw. Wirbelschichten zwar das Feld p bzw. v stetig 
gemacht haben, aber damit noch nicht das Differentialfeld convjp bzw. 
grad V. Die Felder conv conv j?, conv conv v und rot rot v können also 
an bestimmten Stellen unendlich werden, wodurch die Möglichkeit der 
Potentialbildung aufgehoben wird. 

Wir können nun aber doch zu Ausdrücken gelangen, wobei sämt- 
liche Differentialoperatoren unter dem Integrationssymbol stehen, und 
zwar in folgender Weise. Nehmen wir einfachheitshalber an, daß die ün- 
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Stetigkeiten nur auf der Begrenzungsfläche auftreten^ so ist für ein Skalar- 
feld jedenfalls : 

(474) p — conv 1 ??5L?. ß,x — cony / -r**— dö. 

Bei der Integration bleibt der Punkt P fest, der Punkt Q durchläuft den 
ganzen Raum t bzw. die ganze Fläche 6 
(Fig. 17). Die Veränderliche ist also q. 
Nachher ist von diesem Integral die Eon- 
yergenz zu bilden, wobei P, also r, verän- 
derlich ist. Wir können dies in der Formel 
ausdrücken, indem wir schreiben: /^Pankf p JdVIin«. r^ide.. 

- — ^ar — convr f , -a6. 

* a 

Dem distributiven Gesetz gemäß ist aber die Konvergenz einer Summe 
gleich der Summe der Konvergenzen der einzelnen Summanden. Es ist 
also gestattet, zuerst von den Differentialen 




conv„p 



np 



'm ^^flm 



d6 



die Konvergenz zu bilden und erst dann zu integrieren. Jedes dieser 
Differentiale bezieht sich aber auf einen ganz bestimmten Punkt Q, und 
stellt einen Zustand in dem veränderlichen Punkt P, also ein Feld, dar, 
das sich aus dem konstanten, weil eben für den Punkt Q gültigen, Werte 
convqp bzw. upj und der veränderlichen Entfernung zwischen P und Q 
berechnen läBt. Bilden wir also von diesen Feldern, die Teilfelder sind von 

T-^'^dr bzw. f-^^d6, 

die Konvergenz, so sind convq p und up als Konstanten zu betrachten, 

und es ist: 

conv p , 1 , 

convr "1 — ^— oT « convr-^ convqöar, 

convr -7—^ — dö = convr —, up dö, 

4«a«. ' Ana„ -^ ' 



m ■" •" •'m 



ü — f conVr — conVftpdr — / conv, -^ npdö, 

WO convqp bzw. np einen Feldwert in (J, Funktion von Q, conv. 



4«a,„ 



aber einen Feld wert in P, Funktion von a^, d. h. von r und q angibt. 
p ist also noch nicht ausgedrückt als Raumintegral von Feldwerten in Q, 

Sehoaten: Vektor- u. AfAnoranalyslB 18 
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Bedenken wir aber^ daß: 



convr — — convr 7 r- =■ ^ j -^ 

ist; bei konstantem q, und: 



1 1 - q — r)„ 



bei konstantem r^ so folgt: 



(484) convq — — — conTr — 

und: 



P'^-j conv, -~- . conv,i) tit: + J conv, -j^ • np d<y. 



« 



Hier ist eine Funktion yon q bei konstantem r. sibt also einen Feld- 

wert in Q an. Da sich jetzt alle unter dem Integrationszeichen Torkom- 
menden Größen auf den Punkt Q beziehen^ können die Indizes fortgelassen 
werden: 

(485) l> = — / conv — conv pdt + j conv np dö, 

t a 

Durch diese Formel ist p im Punkte P als Raumintegral von Feldwerten 
in dem veränderlichen Punkt Q gegeben. 

Diese wichtige Beziehung kann sofort yerallgemeinert werden. Ist 
^ eine beliebige geometrische Größe, (JJf -^ V) -^ irgendein mit V zu- 
sammengesetzter Differentialoperator, -^ eine beliebige Multiplikation, 
und dX ein Linien-, Flächen- oder Raumelement, so ist offenbar, in der- 
selben Weise wie oben, abzuleiten: 

(486) (^-ioV)-^r^dA-- r(q5-«^V^)-toOdt:, 
oder in Worten: 

Regel: Ordnet man jedem Punkt P eines Raumes das Linien-, 
Flächen- oder Raumintegral der Feldgröße irgendeines Feldes Q^ dividiert 
durch die Entfernung a^ von P zu, und wendet man irgend einen Dif- 
erentialoperator der Form (?P -^ V) -^ auf das so entstandene Feld an, 
so erhält man das Resultat, indem man den Operator (7^ -^ V) -'-o vor 

dem Integrationszeichen ersetzt durch einen Operator — (W -^ V — ) 
unter dem Integrationszeichen, und — durch ^. 
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Die Formel (486) gestattet offenbar noch allgemein die Umformung: 



(487) 



(^_iK,V)-^J^-rfA -A^-^V) 



'm 



dX 



+r^w-^ 



V)-Jk)OdA. 



Je nach der Bedeutung von X sind weitere Umformungen möglich. 
Da nach (374): 

/conv (p conv q) dt — « /conv|) GOirvqdr + I p conv cohy qdt, 



t 



und also nach (447): 

(488) /n • (p conv q)d6 -»/ conv p conv q dt +J p conv conv q dt , 

Ott 

(erster Satz von Green)^ ist z. B. aus (485) abzuleiten: 



(489) 



« — — / n • conv pdö + 1 V^' pdt 

a t 

+ / conv- up do 



(Theorem von Green). Durch diese Formel läßt sich der Wert von p in 
jedem Punkte des Feldes berechnen, wenn das Feld V\p und die Werte 
von p und n • convjp auf der Begrenzungsfläche bekannt sind. 

Für ein im Innern von 6 stetiges Vektorfeld ist nach (475): 



{ V « conv 



(475) 



/convv j /* H'V , 
-7— ; — dt — conv f -7 d6 



+ rot / /^ — dr — rot / -^'^ — ^ dtf , 



und also nach (486): 



— f conv conv y dt — conv / ^'^ dö 

— / conv-i X rot v dr — rot / ° ^ ^ d<y, 



a 



oder unter Anwendung von (373) und (375): 
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(490) 



/conv T , , /* 1 
conv-i dt + I -. 



conv conv 



ydt — conv / -r-^ — di 



— I rot -^ dt + I rot rot T dr — rot / -r-^ — do. 



Diese Formel geht unter Berücksichtigung von (447), (448) und (421) 
über in: 



(491) " 



— 1 1 Econvvrf<y+ I V**vdr — conv / n^Ydö 

a t 

— / -, n X rot vd<y — rot \ n x vrftf, 



eine Formel, die gestattet, den Wert von v in jedem Punkte des Feldes zu 
berechnen, wenn das Feld V*'v und die Werte von y, n • conv v und 
n X rot V auf der Begrenzungsfläche bekannt sind. 



Die BanmBumme einoB VektorfeldeB. Da aus (361) bzw. (143b) 



olgt: 



ist: 



(492) 



Vr = grad r « — I 
Vir = Rot r 21, 

jydt = — jy grad rdt — j {— Conv (vr) + conv vrjdr 
* ^ ^ (nach (356)) 



bzw.: 



(493) 



« — / r(n • v) d6 +jr conv ydt 
^ ** (nach (451)) 

JvdT« — -|-yvRotrrfr — ^ y^{Conv(v"lr) — -|-rot V x rjdr 

' ^ (nach (358)) 

^^\Jt X (n X y)d6 +^Jr X rotvdr*) 
«^ ^ (nach (451)). 

Die Baumsumme kann also entweder aus den Senken und Flächensenken 

oder aus den Wirbeln und Flächenwirbeln berechnet werden. Bezeichnet 

man die Größe 

rqdt bzw. rxwdr 



1) Die Formel (492) bildet die yerallgemeinerang eines Satzes von Föppl 
(97. S S. 14) für den Fall, daß man die Flächensenken als gewöhnliche Senken 
auffaßt. In dieser Fonn wurde sie zusammen mit (498) zuerst von Wiener gegeben 
(12. 4 S. 628 — 644). Es finden sich dort auch yerschiedene für die Theorie der 
Felder wichtige abgeleitete Sätze. 
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als das skalare bzw. yektorische Moment der Senke qdt bzw. des Wir- 
bels w dT in bezug auf 0; so lassen sich (492) nnd (493) kurz wie folgt 
aussprechen: Die Raumsamme eines endlichen Vektorfeldes ist gleich 
dem skalaren Moment seiner Senken und Flächensenken und auch gleich 
der Hälfte des vektorischen Momentes seiner Wirbel und Flächenwirbel 
inbezug auf irgendeinen Punkt. 

Zerlegung eineB AfBnorfeldeB. Ist ein beliebiges Affinorfeld A 
gegeben^ so nehme man einen konstanten Vektor c und bilde das Vektorfeld 

V = Ac. 

Soll dieses Feld eindeutig zerlegbar sein, so muß offenbar A denselben 
Bedingungen genügen wie ein eindeutig zerlegbares Vektorfeld. Dann ist 

aber auch: 

V - convp + rot a. (Vgl. S. 190.) 

p und a ändern sich bei Änderung von c und sind lineare Funktionen 
von C: 

jj — b • c 
a»Bc, 

wo b und B Funktionen von r sind. Also ist: 

Ac — conv (b • c) + rot (Bc) 

= gradbc + Rot Bc (nach (379) und (402)), 
und zwar für jedes C, sodaß: 

(494) A = grad b + Rot B. *) 

Jedes Afßnorfeld, das den angegebenen Bedingungen genügt, läßt sich 
also in einer und nur einer Weise zerlegen in das Gradientfeld eines Vek- 
torfeldes und das affinorisch abgeleitete Feld eines Affinorfeldes. Für den 
ersten Teil verschwindet das vektordjadische Linienintegral über jede 
geschlossene Kurve (vgl. S. 180), sodaß nach (458): 

(427) Rot grad b = 0. 

Wir nennen diesen den wirbelfreien Bestandteil. Für den zweiten Teil ist 

(432) Conv Rot B - 0, 

es verschwindet demnach das vektordjadische Flachenintegral über jede 
geschlossene Flache (vgL (451)). Dieser zweite Teil kann also als quellen- 



1) Beweis nach Burali Forti (11. 6). Nichtkoordinatenfireie Beweiie sämt- 
licher Gleichungen der Affinorfelder erh&lt man, indem man den Affiner in der 
Form aa+ vb-|-we schreibt, wo a, b, e drei beliebig ang^ommene nicht kom- 
planare konstante Vektoren sind. 
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freier Bestandteil bezeicimet werden. Offenbar kann jedes wirbelfreie Af&- 
norfeld als Gradientfeld eines Vektorfeldes, und jedes quellenfreie als 
affinorisches Differentialfeld eines Affinorfeides geschrieben werden (vgl. 
S. 181). 

Das endliche stetige Vektorfeld nnd seine yektordyadisoli 
nnd dyadisoh abgeleiteten Felder. Es sei ein endliches stetiges 
Vektorfeld gegeben: 
(496a) v-/^(r). 

Der negative totale Differentialquotient ist ein wirbelfreies Affinorfeid: 



(495 b) 



^ A = — ^— Vv«gradv 



(496) 



•dr 
Rot A =. 0. 

Bilden wir zu A das vektordyadisch abgeleitete Feld: 

(495c) y =. V A =. Conv A, 

und zu y wiederum das dyadisch abgeleitete Feld: 

(495d) E - Vy « grad y, 

so ist die Folge der Felder: 

V 

A — grad V 

y =- Conv A = Conv grad v — V^ v (nach 426). 

E — grad y = grad Conv A= V*' A = grad Conv grad v (nach 431). 

Auch die Felder A^ y, E usw. seien stetig und auf 6 gleich Null. Jedes der 

vier Felder ist eine eindeutige Funktion jedes anderen. 

Da: 

y « V* V 

E « V» A 

ist, ergibt sich: 

V - pot^y 

A =- pot^E, 

und die Beziehungen der vier Felder zueinander lassen sich angeben, wie 
in (497), auf folgender Seite, gezeigt ist 

Der Operator Conv und das Funktionssymbol grad sind hier kommu- 
tativ mit dem Funktionssymbol pot^. 

Das qnellenfreie endliche stetige Afttnorfeld nnd seine a£Bl- 
norisch abgeleiteten Felder« Es sei ein quellenfreies endliches stetiges 
Affinorfeld A gegeben mit den drei abgeleiteten Feldern: 



Abgeleitete Vektor- und Affinoifeldei 
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B-RotA 
(498) jC-RotB' 
D-BotC 



RotRotA = V» A 

RotRotB-V*B 
A 



Bot Rot Rot A 



(nach 431). 
E 



(497) 



E 



Convgiadpot^T 
Convpot^gradT 
pot^Convgradv 


ConypotiyA 
pot^ConyA 


pot^j 


ConypotfPotfE 
potfConypot^E 
Conypot^pot^E 


gradT 


giadConypot^A 
gradpot^ConyA 
pot^gradConyA 


gradpot^y 
pot^grady 


potjE 


CoüTgradT 


ConFA 


Conygradpot^y 
Conypot^giady 
pot^Conygrady 


Conypott^E 
potfConyE 


gradConTgrady 


gradConyA 


grady 


gradConypot^^E 
gradpot^ConyE 
pot^gradConyE 



Auch B^ G; D usw. seien stetig und auf 6 gleich null. Jedes der vier 
Felder läßt sich wiederum in folgender Weise als Funktion jedes anderen 
angeben: 



A 



B 



D 



B 



(499) 



D 



Rot Rot pot^ A 
Rot pot^ Rot A 
pot^ R^t Rot A 


Rot pot^ B 
pot^ Rot B 


pot^C 


Rot pot^ pot^ D 
pot^ Rot pot^ D 
pot, pot^ Rot D 


RotA 


R^t Rot potf B 
Rotpot^RotB 
potf Rot Rot B 


Rot pot, C 
pot, Rot C 


pot^D 


Rot Rot A 


RotB 


Rot Rot pot^ C 
Rot pot^ Rot C 
pot, Rot Rot C 


Rot pot^ D 
pot^ Rot D 


Rot Rot Rot A 


Rot Rot B 


Rot Rot Rot C 


Rot Rot pot^ D 
Rot pot^ Rot B 
pot, Rot Rot D 
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Der Operator Rot ist hier kommutatiT mit dem Funktionssymbol 



Die Zerlegnng eines endliohen atetlgeii AfBnorftoldes. Da 

das Feld durch sein Senken- und Wirbelfeld yoUständig bestimmt ist^ ist 
in derselben Weise wie bei einem Vektorfeld (469—471): 

(500) A = Aj + A^ - grad pot^ Conv A + Rot pot^ Rot A 

die gesuchte einzige Zerlegung. Sowohl A^ als A^ erstrecken sich auch 
außerhalb 6, und sind im allgemeinen auf 6 nicht gleich Null 

Das unstetige ▼ektor- nnd AfBnorfeld. Kommt die Bedingung 
der Stetigkeit in Fortfall^ so gesellen sich zu den gewohnlichen Gradienten^ 
Senken und Wirbeln Flachengradienten^ Senken und Wirbel, von der 
Starke 

n(Ta-v.)^^ I 

n(A^- A,)dfi (Vgl. S. 187.). 

n"|(A^-A^)dfi I 

An Stelle der Integrationsformeln für T in (497) und für A (500) 
treten also die Formeln: 



(501) 
bzw.: 



Conv 






(502) 



»'-f^f^^'^'^f'-^^^^ 



+ Rot 



/ Eotk 



dt + Rot 



r nn(Aa~A,) 



all 



(vgl. 472 und 478), die, im Falle sich die ünstetigkeiten nur auf der Be- 
grenzungsfläche befinden, übergehen in: 



(508) 
bzw. 



(504) 



V — Conv / ^ dx — Conv / d6 

A' 1 I Conv A j j I nA , 
«- ffrad I ar — grad I dö 

f a 

+ Rot rj?^rfr-Rot /V^iey 



(vgl 474 und 475). Unter den schon auf S. 189 erwähnten Bedingungen 
sind diese Gleichungen auch auf unendliche Felder anwendbar. Bei Auf- 
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fassung der ünstetigkeitsflächen als OrenzfiUle von Schichten können sie^ 
geschrieben werden: 

(505) V — Conv pot^ grad v 
bzw.: 

(506) A = A^ + A^ - grad pot^ Conv A + Rot pot^ Rot A 

(vgl 478 und 479). 

Die auf S. 189 gemachten Bemerkungen über das Bestimmtsein eines^ 
Vektorfeldes durch seine Senken und Wirbel und seine Flächensenken 
bzw. Flächenwirbel auf der Begrenzungsfläche, gelten auch für Affinor- 
felder (vgl. S. 197, Fußnote). 

Umformung ▼on (508) und (504), erweitertes Theorem 
▼on Green. Wenden wir auf (503) die Umformungsformeln (486, 487) 
an, so ergibt sich: 



(507) 



V — — / conv:i gradvdr+ / conv^; (nv)dtf 

t a 



oder unter Berücksichtigung yon (451): 



(508)T - -/j^ngradTd* +/^ V»Trfr + fcoa^ J^-^(ny)d<, 



a 



(erweitertes Theorem von Oreen fOr Vektoren), eine Formel, die gestattet,, 
den Wert Ton y in jedem Pimkt des Feldes zu berechnen, wenn das Feld 
V*'T und die Werte von t und ngrady in der Begrenzungsfläche bekannt 
sind (vgl. 489). 

Die Anwendung derselben ümformungsformeln auf (504) ergibt in 
ähnlicher Weise für ein Affinorfeid: 



(509) 



A— l-r^— n Conv A(?ö+ / ^i-^- V*Adr — grad 1 uAd^ 

a t a 

— I n nRotArf<y — Rot I u "1 Ad<y. 



Diese Formel gestattet, den Wert von A in jedem Punkt des Feldes zu 
berechnen, wenn das Feld VA und die Werte von A, GonvA und 
n nBrOtA in der Begrenzungsfläche bekannt sind (vgl. 491). 
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Die Zerlegnng des IMfferentlala des FeldafBnora. Das Dif- 
ferential des Feldvektors läfit sich nach (346) in symmetrischer Weise zer- 
legen in seine drei Ton Senken^ Wirbeln und Scheren herrührenden Be- 
standteile: 

(346) dy \dr{V • y) - |rfr x (V x y) - rfr X (V X t). 

Die entsprechende Zerlegung des Differentials des Feldafßnors er- 
fordert Multiplikationen der Analysis dritter Ordnung , ist also eigent- 
lich innerhalb der AfQnoranalysis nicht möglich. So wie sich aber^ wenn 
man von der Vektoranalysis ausgeht; ein Teil der Multiplikationen zweiter 
Ordnung durch Assoziationsändenmg wenigstens formal angeben läßt, 
gelingt Ahnliches auch mit Hilfe der Affinoranalysis in bezng auf die 
Multiplikationen dritter Ordnung. Es wäre in der Tat möglich, in dieser 
Weise ein Bechnungssystem dritter Ordnung zu entwerfen , das sich zur 
ordnungsmäßig entwickelten Analysis verhalten würde, wie die herkömm- 
liche Dyadenrechnung zur Affinoranalysis. In den Gibbsschen Triaden 
haben wir wirklich einen Ansatz zu einem solchen Bechnungssystem zu 
erblicken. Nun ist dieser Weg der Ableitung keineswegs ganz zu ver- 
werfen, wenigstens nicht so ]ange der bessere Weg nicht bekannt war, 
und es sich darum handelte die Bechnimg mit (Größen dritter Ordnung 
überhaupt erst einigermaßen zu ermöglichen. Wo wir aber hier den Weg 
angegeben haben, auf dem jede Analysis irgendwelcher Ordnung so- 
fort vollständig erhalten werden kann, allerdings unter Aufwendung der 
erforderlichen Bechenarbeit, erscheint es wenig zweckmäßig noch von 
einer anderen Ableitungsmethode Oebrauch zu machen. Wir haben des- 
halb grundsätzlich darauf verzichtet, die Affinoranalysis durch Assozia- 
tionsänderungen mit Multiplikationen dritter Ordnung zu bereichem. Da- 
durch müssen wir einerseits allerdings auf vollständige Darstellung der 
Infinitesimalrechnung des Affinorfeides, sowie auf den direkten Beweis 
oder die adäquate Gestaltung mancher Formeln (z. B. 403, 406 — 409, 
438 — 440) verzichten, bis die Analysis dritter Ordnung abgeleitet ist, 
gewinnen aber andererseits den Vorteil einer einheitlichen und vollkom- 
men sachgemäßen Darstellung. 

Nur an einem Beispiel soll gezeigt werden, wie sich derartige Multi- 
plikationen dritter Ordnung ableiten ließen. Nach S. 156 bildet man den 

Differentialquotientoperator 

dk 

dr ' 

indem man zwei Multiplikationen -^ und -^-o sucht, die der Bedingung 

(510) a -iK) (b -^ C) - (a . b) C (nach (343)) 

genügen. Es ist dann 
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(511) 



dr 



--^(V-^A) 

uud -^ sind Multiplikationen 



ein Operator dritter Ordnung, und 

dritter Ordnung. Da: 

dk (dr . V)A 

ist, und nach (^185): 

I(dr . V) - \{dTV) + \{dv n V) + (dv \ V), 

läßt sich dA in drei Teile zerlegen: 

— — ^rfrConvA 
(512a) < dAS^ - - J (^r n V)A - - |dr H (V H A) 

IdrlRotA 

. rfAW--(dr\V)A. 

Die beiden ersten Teile rühren Ton den Senken bzw. Wirbeln des 
Feldes A her. Führen wir eine dritte Multiplikation -^ ein mit den Be- 
dingungen: 

(513) (a\b)C-a-^(b-^ C), 
80 ist: 
(512b) dA(8) - - (dr \ V) A dr-^ {V-^ A). 

Der Operator 

V-i-o 

ergibt die Scheren des Affinorf eldes und wäre etwa mit De v zu bezeichnen. 
Die Zerlegung des Differentials des Feldaffinors nach Senken, Wirbeln 
und Scheren lautet also: 



(514a) dk \dT Conv A - \dr "1 Rot A - dr 

und die Zerlegung des Differentialquotienten: 
dk 



DevA, 



(514b) 



dr 



- lü -J-Conv A - n -J-Rot A 



DevA. 



Die Verwendung der Multiplikationen -^k) und -^, die sich eigent- 
lich erst in der Analysis dritter Ordnung ordnungsmäßig ergeben, gestattet 
z. B. die Bildung folgender Formel: 



(515) 



A rp^n-Ao(V-»oA)rfff+ /i-?— V«Arftr 

T 



+ f conv 



(n^-oA)d<y 



(erweitertes Theorem von Green für Affinoren, vgl. 489 und 508). 
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Die Baumaumiiie eines AfBnorfeldes. In ähnlicher Weise wie 
bei einem Vektorfelde gilt: 

(516) y^^^ " — frnkdö +y*rConv Adr 

r a t 

(517) f^äi! ''-\jT~\n-\Ad6 + ifr ~1 Rot Adr 

r a t 

(vgl. 492 und 493). Die Raomsumme eines begrenzten Affinorfeides ist 
also gleich dem dyadischen Moment seiner Senken und Flachensenken 
und auch gleich dem afanorischen Moment seiner Wirbel und Flächen- 
wirbel in bezug auf irgend einen Punkt. Für den Beweis siehe z. B. 
die Bemerkung S. 197. 

Die gerlohteten Dlfferentlaloperatoren In anderen Systemen. 

Hamilton gebrauchte zuerst den Operator V in Verbindung mit den Funk- 
tionszeichen S und V. Gibbs übernahm das Zeichen V, wandte es aber 
zunächst nur mit • und x an^ da die Multiplikation ¥ fQr ihn keine Be- 
deutung hatte. Das Auftreten der neuen Multiplikationen der Dyaden- 
rechnung gab ihm dann Anlaß, V auch dyadisch mit Vektoren und vektor- 
dyadisch und affinorisch mit Affinoren zu verknüpfen. Dabei enthüllte 
sich ihm die durchgehende Übereinstimmimg von V mit einem Vektor 
bei Umformung von Produkten. *) Auch Wilson wurde durch diese Über- 
einstimmung veranlaßt, V als einen symbolischen Vektor aufzufassen *) 
und diese Auffassimg ^^for practical purposes and for remembering for- 
mulae^ auch bei der Ableitung von Formeln zu verwenden. Einen rich- 
tigen Beweis der Formel sah er dann aber in einer solchen Ableitung 
noch nicht, da ihm ihre invariantentheoretische Begründung fehlte. Die 
Voraussetzung 1^ • ij => + 1 und die Nichtidentifizierung von • mit der 
Multiplikation von Skalaren gab ihm Anlaß zur Bildung dreier verschie- 
dener Differentialoperatoren: 

V "= V • wirkend auf Skalare, 

(481) div^ V. „ „ Vektoren, 

curl- Vx „ „ „ . 

Der Operator von Laplace wurde in dieser Notation bezeichnet: 

div V, auf Skalare wirkend 
^ ^ I V div — rot rot, auf Vektoren wirkend, 

während die Funktion: 



1) 81.4, 06.1, S. 86; 84.2, 06.1, S. 77. 2) 01.2, 8. 147, 162. 
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) 



(519) 4a;pot- / ^ 



dx 

m 



die Bezeichnung Pot erhielt. Bei Gibbs und Wilson ist also: 

(520) A Pot O - ^* Pot ^ ^ 4;rO, 

wo ^ ein Skalar^ Vektor oder Affinor. Als neue Operatoren definierte 

Gibbs noch dazu: 

Newa"=V Pota ( 4ÄConvpota) 

(521) Lapa = VxPota ( 45r rot pota ) 

Maxa => V • Pota (— 43rconvpota) . 

Wir haben es vorgezogen^ das recht brauchbare Symbol pot beizu- 
behalten, allerdings mit Fortlassung der Konstanten 4:r, was durch die 
Verwendung des kleinen Anfangsbuchstabens p angedeutet werden mag, 
die Symbole New, Lap und Max aber nicht zu übernehmen, da sich die- 
selben mit Aufwendung weniger Gedächtnisarbeit durch Kombination von 
conv bzw. rot mit pot ersetzen lassen. Es sei bemerkt, dafi New und — Max 
in unserer Darstellung identisch werden. 

Wo Gibbs und Wilson die Vektoreigenschaften von V nur noch 
zaghaft anwenden und nicht zum eigentlichen Beweise zulassen, geht 
Jaumann^) schon weiter, und benützt sie, wo nötig, auch zum Beweis. 
Zwar gibt er keine nähere Begründung der Zulässigkeit dieses Verfahrens. 
Auch die Natur des Zeichens V ist ihm noch keineswegs klar. Seine Ver- 
knüpfungen bezeichnet er als „symbolische vektorische Multiplikationen'^, 
und er schreibt: 

„Der Hamiltonsche Differentialoperator V ist ein fingierter 
Vektor, dem deshalb keine geometrische Richtung oder Größe zu- 
geschrieben werden kann, weil er definiert ist durch die Eigenschaft 

V;r-I, 

worin r der von einem beliebigen festen Nullpunkt aus gerechnete 
Ortsvektor ist. Es ist ganz unmöglich die Einheitsdyade I als lineare 
Dyade darzustellen, also wird Unmögliches von dem Vektor V ver- 
langt. Er hat also kein geometrisches Bild, läßt sich nicht als eine 
Strecke vorstellen. Sonst aber kann dieser nicht reelle Vektor fast wie 
ein gewöhnlicher Vektor in der Rechnung behandelt werden, und stellt 
merkwürdigerweise die Relationen zwischen den (skalaren, vektori- 
schen, dyadischen) Funktionen des Ortsvektors und deren Deriva- 
tionen her."*) 



1) 06. e. 2) 05. 6 S. 62. 
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Indessen hatte Burkhardt schon 1896^) die Übereinstimmang der 
Verknüpfongsgesetze Ton V mit denen eines Vektors invariantentheo- 
retisch begründet^ und dazu bemerkt^ daß sie ,^in den meisten Dar- 
stellungen als etwas ganz GeheimnisToUes, das nur zur Auffindung neuer 
Sätze dienen konnte^', erscheint^ ^^aber in der Tat eine ganz legitime 
Schlußweise'' enthalt^ ^^die ihre Begründung in den erwähnten Sätzen der 
Invariantentheorie findet; man muß nur bei ihrer Verwendung die Regeln 
beachten ; die überhaupt für die Trennung von Operations- und Quan- 
titätssymbolen gelten/' 

Da Jaumann zur Darstellung der nicht kommutativen Multiplika- 
tionen L, "1 und Li die schwerlich umkehrbaren Zeichen ;, ^, und . 
gebrauchte, fehlte ihm die geeignete Bezeichnung für die Verknüpfungen 
von V mit der zu differenzierenden Größe, vermittels J, F" und ^. 
Er kam so dazu, V auch hinter die zu differenzierenden Gh'öße zu 
stellen. Dieses Verfahren ist nicht zu empfehlen, da erstens die formalen 

Gesetze der Operatorkeme nullter Ordnung j- für Operatorkeme höherer 

Ordnung nicht unnötig aufgehoben werden sollen (vgl. S. 156), und 
zweitens dadurch die Bildung der abgeleiteten Differentialoperatoren 
wie (a • V) (S. 167) unmöglich gemacht wird. Nun sind letztere zwar 
immer dadurch zu umgehen, daß man zu Multiplikationen höherer Ord- 
nung aufsteigt, diese sind aber innerhalb eines bestimmten Systems 
nicht immer verbanden (siehe z. B. (403), (406 — 409)). In diesen 
Fällen sind abgeleitete Differentialoperatoren dann durchaus nötig. 
Ihr Vorhandensein ist überhaupt sehr nützlich, da das leichte Ar- 
beiten mit den Gleichungen einer höheren Analysis sehr gefordert 
wird durch die unmittelbare Ausführbarkeit möglichst vieler Assozi&- 
tionsänderungen. Die auf S. 116 aufgestellte Forderung, daß einer 
nichtkommutativen Multiplikation auch ein asymmetrisches Zeichen ent- 
sprechen muß, bekommt durch diese Betrachtung noch eine nähere Be- 
gründung. 

Eoordinatenfreie Definitionen gab Gibbs für V • wirkend auf Skalare, 
für V • , V X und V L wirkend auf Vektoren, und für V lü und V H 
wirkend auf Affineren.*) Eine allgemeine koordinatenfreie Definition der 
Differentialoperatoren V— o und (a x V)— o wurde aber erst 1908') von 
Jung aufgestellt für den Fall, daß die zu differenzierende Größe ein 
Skalar oder Vektor ist, und zwar in der Form 



1) 96. 8. 

2) 84. 2, 06. 1 S. 77. 
8) 08. 6. 
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(522) 



(a X V) 



dt 

'j-Jdöin 

dt 



X n) -o.^) 



y. Ignatowsky gab 1909 folgende Definition des Prodaktes von V mit 
einer Größe: 

;;Man setze in das Produkt statt V das gerichtete Flachenelement 
dfy integriere über eine geschlossene Oberfläche F, teile durch daa 
von F eingeschlossene Volumen V und gehe dann zur Grenze F = 
über. Hierbei sollen diejenigen Größen ^ welche im Produkt vor V 
stehen, bei der Integration über F als konstant betrachtet werden/'^) 
Er definierte also eigentlich einen Lückenausdruck: 



(523) 



a>-^{v-^( )}-a> 



{V-^( )} 



da 



da 



( )l 



d,n-<.{ )]-^<p, 



WO ^ ein Skalar oder Vektor ist, und -^ und -^ beliebige Multiplika- 
tionen. Die Definition stimmt mit der Jungschen überein, solange ^ yor V 
steht, im anderen Falle nicht. So ist z. B. nach y. Ignatowsky: 

(V.a)b = :^ / {dön • a} b 
(524) j' V 

- (a . V)b + b(V . a) = V(ab).») 

y. Ignatowsky düSerenziert also alle Größen, die hinter V stehen, auch 
über Klammern hinweg. Das Resultat ist übrigens genau so durch 
Assoziationsänderung auszurechnen, wie bei der gewöhnlichen Schreib- 
weise. So ist z. B. y. Ignatowsky s Produkt (V x a) • b gleich: 



1) Jung schreibt 



(e X 



dt 
dt 



(e X df) 



wo • das Zeichen einer beliebigen Multiplikation ist (08. 6 S. 343, 346.) 

2) 09. 18 8. 16. 

3) 09. 13 S. 22. y. Ignatowsky gibt die skalare Multiplikation yon Vektoren 
durch einfaches Kebeneinanderschreiben an, die yektorische durch eckige Klam- 
mem; den Punkt verwendet er als Trennungszeichen. 
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( V X a) • b — V • (a X b) , 

cmd das Produkt (V x a) x b Dach seiner Auffassung gleich: 

(Vxa) xb = V(a"lb).*) 

Auch zur y. Ignatowskyschen Schreibweise ist^ mit noch mehr Nachdruck 
als zur Jaumannschen, zu bemerken, daß die Differentialoperatoren höherer 
Ordnung den formalen Gesetzen der Differentialoperatoren nullter Ordnung 
möglichst zu unterwerfen sind. Indem man doch einem Differentialoperator 
^ie Eigenschaft beilegt^ daß sein Einfluß sich über Elammem hinweg zu 
erstrecken vermag, entfernt man sich soweit Ton der aUgemein in der 
Mathematik angenommenen Bedeutung von Klammem, daß ernstlich er- 
wogen werden muß, ob ein solcher Schritt auch entsprechend gewinn- 
bringend ist. Nun lassen sich aber die erwähnten Ausdrücke, wie angegeben, 
genau so gut anders darstellen, es kann daher die Abweichung von den all- 
gemeinen Gesetzen des Rechnens mit Elammem nur als unzweckmäßig 
bezeichnet werden. 

Die Identifizierung der Multiplikation |_x mit • (vgl. S. 119 u. f.) 
konnte leicht zur Schreibweise 
(525) VA - div A 

führen, und in der Tat finden wir diese auch bei Voigt *), Gans •) und Wilson*). 
Dagegen hat Weber für VA geschrieben: 

grad A , 

eine weniger glücklich gewählte Bezeichnung, da grad besser für das 

negative totale Differentialfeld verwendet wird. Für den Gradienten eines 

Vektors: 

grad a » Va 

wählte Weber*) die Bezeichnimg: 

def a 

während Gans*) diese Bezeichnung für den Tensorteil des Gradienten: 

VI.a 

verwendete. 

Burali Forti und Marcolongo halten den Operatorkem V, unge- 
achtet der koordinatenfreien Definition Jungs, für eine „essentielle Tachy- 



1) Dieses Produkt nennt v. Ignatowsky nicht, wm damit zusammenhftngen ma^, 
•daß er die Multiplikation "] nicht verwendet. 

2) 04. 6. 3) 04. 6 S. 84. 4) 10. 7 S. 424. 
6) 09.17. 6) 04.6 S.81. 
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graphie'^^) Sie yerzichten deshalb grundsätzlich auf seinen Gebrauch, und 
gehen in ihrer koordinatenfreien Darstellung so weit, daß sie zum Bei- 
spiel in der Yektoranalysis diy und rot wie folgt definieren: 



(526) 



rot u X (dP A dP) = du X rfP - rfu X dP 

div u = { grad (u x a) -- rot (u A a) } x a, *) 



wobei zu bemerken ist, daß die Autoren die bekannte Tatsache, daß jeder 
Vektor als Differenz seines Endpunktes P und aufgefaßt werden kann, 
in die Analysis einftlhren, und also statt dr überall schreiben dP. An- 
gesichts solcher Definitioneu, die dazu dienen sollen, dem Leser einen neuen 
Begriff zum erstenmal vorzustellen, und die bei der Burali Fortischen 
Schule nicht nur in rein mathematischen Auseinandersetzungen, sondern 
auch z. B. bei Marcolongo in seiner theoretischen Mechanik') gebraucht 
werden, möchte man sich dann doch fragen, ob die koordinatenfreie 
Darstellung etwa Selbstzweck ist, oder nur ein Mittel, das nur dort 
zu verwenden ist, wo es wirklich eine einfachere, deutlichere oder adä- 
quatere Behandlung des Stoffes ermöglicht. 

Der Verzicht auf den Gebrauch von V rächt sich dadurch, daß die 
Analysis, die doch schon durch Bezeichnungen wie H(b, a) statt ab, und 
dP statt dv hinlänglich kompliziert ist (vgl. S. 125), auch in allen Ab- 
leitungen und Umformungen der Formeln noch besonders schwerfällig 
und unübersichtlich wird, und die Eleganz und Kürze, die für eine rich- 
tige höhere Analysis charakteristisch sind, und einzig und allein ihren 
Gebrauch rechtfertigen, vollständig verliert. Um ein einziges Beispiel zu 
nennen, sei die Formel: 

(401) V . (Ab) = (VA) . b + A^ Fl (Vb) 

erwähnt, die bei Burali Forti und Marcolongo in der komplizierten und 
unübersichtlichen Gestalt: 

(527) div (au) = I, (« ^J) + (grad Ka) X u *) 

auftritt, und deren Beweis, der affinoranaly tisch sofort unter Berücksich- 
tigung der allgemeinen Regel für die Anwendung von Differentialopera- 
toren auf Produkte (367) erfolgt, bei ihnen die Einführung eines Hilfis- 
vektors und einer Hilfsdyade erfordert. 

Als Gradient einer Dyade führten die genannten Autoren einen 



1) 07.5 S. 329; 08.2 S. 374; 09.11 S. 466; 11.1 S. 144. 

2) 09. 16 S. 71. 

3) 06. 7 8. 86. 

4} 09. 12 S. 67, die kleinen griechischen Buchstaben geben Dyaden an. 

Sohouten: Vektor- u. Afflnoranalyiis 14 
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Vektor ein, den sie zuerst nur mit Hilfe Ton Koordinaten darstellen 

IrnnrifAn • 



;Si.)'. +(!?'.)'. +(!?«.)'. •). 



/da 

V 



dessen koordinaten£reie Darstellung aber durch Boggio 1910 gegeben 
wurde: 

(528) (grad«)xrfP-I,^^^^. ») 

Nun ist grad hier nichts anderes als V ^^ und insofern stimmt die 
Definition bis auf die Richtung der Multiplikation mit der Weberschen 
überein. In einer späteren Darstellung wird (527) als Definitionsgleichung 
von grad verwendet*), d. h. grad wird durch eine Assoziationsänderung 
definiert. Die Bezeichnung grad finden wir dadurch begründet, daß V^A 
in der Tat der Gradient eines Skalars wird, wenn A sich zu einem Skalar 
reduziert.^) Während aber Gibbs schon 1884 die auf Affinoren wirkenden 
Operatoren V|ü und VH kannte und sogar eine koordinatenfreie 
Definition gab (vgl. S. 206)^), haben Burali Forti und Marcolongo ge- 
meint, mit ihrem grad einen ganz neuen Operator gefunden zu haben, 
was schon daraus hervorgeht^ daß ihnen der Operator VH 1909 in ihrem 
Buch „Omografie Vettoriali'^ noch ganz unbekannt war, und sie seinen 
Gebrauch dort umgehen mußten*), während Burali Forti ihn erst 1911 
als „neuen Operator^' in der Form: 

Rot a 
durch die Gleichung: 

(529) (Rot a) u - rot (au) - 2 F(a ||) , 

(also ebenfalls durch eine Assoziationsänderung) definiertet) Die Bezeich- 
nung Rot ist allerdings sehr zweckmäßig, und wir haben sie übernom- 
men, unter gleichzeitiger Einführung der gleichberechtigten Bezeichnungen 
Gonv und Dev, während wir grad stets nur für den negativen vollständigen 
Differentialquotienten verwendet haben. 



1} 09.12 S. 49, Burali Forti und Marcolongo schreiben i, j, k für die Ein- 
heitsvektoren. 

2) 10. 8 S. 884. 3) 12. 3 S. 70. 

4) Burali Forti und Marcolongo haben selbst bemerkt (12.3 S. 76), daß der 
Gradient eines Skalan ,Jouit de propriät^s remarquables, qui n^appartiennent pas 
au giadient d*une homographie g^n^rale.^^ (Vgl. dazu ihre S. 47 zitierte Definition 
der Gleichheit.) Dieser Mangel an Üherein Stimmung verschwindet, sobald wir dem 
Worte gradient die von uns vorgeschlagene Bedeutung beilegen. 

5) 84. 2, 06. 1 S. 77. 6) 09. 12 S. 67, Fußnote. 7) 11. 5. 
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Da die Analjsis der omografie yettoriali nicht über den Operator- 
kern V und auch nicht über das System von Mnltiplikationen der Affinor- 
analysis verfügt, ist ihr Arsenal sehr beschrankt. Sie kann daher oft ein- 
fache Beziehungen nur in sehr komplizierter Weise zur Darstellung bringen, 
oder ist gar genötigt, wenn die Komplikationen zu sehr wachsen, in will- 
kürlicher Weise neue Funktionssymbole einzuführen. So hat z. B. M. Pieri 
für die einfache und sehr nützb'che Verknüpfung 

-(nV)rA, 

deren untere Dyade sich in omografie yettoriali nicht anders angeben läßt 

als durch: 

dCttU) du 4 , V- 



ein neues Symbol geschaffen: 



S(a,u), 



eine Neuschaffung, die sehr wenig empfehlenswert ist, da sie die eigent- 
liche Natur der darzustellenden Verknüpfung vollständig verdeckt und 
zur Aufstellung einer ganzen Serie sehr unverstandlich aussehender 
Formeln geführt hat^), Formeln, die sich noch dazu meist, affinoranaly- 
tisch übersetzt, als sehr einfache Identitäten herausstellen. An Stelle der 
unmittelbar evidenten Identität: 

V J (u X v) - (v V) r u - (u V) r V (vgl (389)) 

• 

tritt z. B. die Formel: 

^(J^T^ - 5(uA, V) - 5(tA, u) . 

Eine sehr merkwürdige Stellung nehmen Burali Forti und Marco- 
iongo dem Operator von Laplace gegenüber ein. Da dieser Operator sich, 
auf Skalare bzw. Vektoren angewandt, in der herkömmlichen Vektorana- 
lysis jedesmal in einer anderen Form darstellt: 



(530) 



A a « — V* a — div grad a 

Aa — — V^a — grad div a — rot rot a. 



glauben sie, jedesmal mit einem anderen Operator zu tun zu haben. 
Diese Operatoren, die nach ihnen nur in der Eoordinatendarstellung 
gleiche Form haben, bezeichnen sie mit A und A'. Die Gleichheit der 
Koordinatendarstellung soll dann kein Grund sein „qui peut justifier 
Tusage d^un seul signe pour indiquer des choses bien differentes; en con- 



1) 12. 3 S. 96. 
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traire^ eile prouve encore ime fois que Tnsage Bjstematdque des coordon- 
uees pent faire envisager des pseudo-operatenrs qui n'ont plus de caract^e 
geometriqne et logiqae!^'^); das Zeichen A, in doppelter Bedeutung ver- 
wendet, ist also eine essentielle Tachygraphie. Obwohl es nun für A 
sogar drei koordinatenfreie Definitionen gibt: 

(531) /Aa)dr-J||d(r ») 
and: 

(^^^) 1<A$- 10(0-0), 

WO r^ der Radius einer Differentialkugel, und ^ bzw. ^ der Mittelwert 
von ^ auf der Oberfläche der Eugel bzw. in dem eingeschlossenen Raum, 
und ^ in beiden Formeln eine Oröße beliebiger Art ist, erklären sie, daß 
diese Formeln ^^prouvent seulement que deuz fonctions distinctes 
ont en commun une propriet^ particulifere; mais cela ne yeut pas dire 
qu'elles soient identiques^^ ^^Gela prouve seuelement que: il j a des fonctions 
applicables ä des vecteurs ou ä des nombres et par lesquelles on peut 
exprimer V0 dans les deuz cas (0 nombre ou vecteur). Peut on con- 
clure que A est unique?'^^) Das Merkwürdigste dabei ist dann, daß 
Burali Forti später den Operator von Laplace wirkend auf Dyaden wieder 
mit A identifiziert hat^), obwohl der Operator doch auch in diesem Falle 
nur dann mit div grad identisch ist, wenn die Dyade sich zu einem ska- 
laren Operator reduziert. 

In der Affinoranalysis erscheinen die Einwendungen gegen die Identi- 
fizierung dieser Operatoren zweiter Ordnung in allen drei Fällen völlig 
unbegründet. V*" auf einen Affiner wirkend, ergibt: 



(431) { 



V«' A - V(VA) + V "1 (V "1 A) 
V«-.-VlVLü + V"~]V "1 = gra^ Conv + Rot Rot. «) 



Von dieser Formel sind alle anderen Spezialfälle. Reduziert sich der 
Affiner zu einem Vektor, so geht der Ausdruck über in: 



1) 09. 10 S. 461. 2) Timerding 09. 8. 

3) Gibbs 81. 4, 06. 1 S. 37; Wilson 10. 7 S. 422. 4) 11. 1 S. 142. ö) 11. 4. 

6) Buiali Forti und Marcolongo schreiben hier: 

A = Rot Rot + K-^ grad K 

(12. 3 S. 104), die durchgehende Übereinstimmnng zwischen Vektoren und Affineren 
ist ihnen also entgangen, was zusammenhängt mit dem Fehlen der Umkehrungen 
der Multiplikationen, hier insbesondere von J , in ihrem System. 
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V«-. - /5V L V Lü + /5V "1 V "1 (145, 146j 

„(iVx Vx +/SV X Vx) + (}(V.V). + {V.V~/5VX Vx) 
— J conT conv + J rot rot + | V** • 
« conv conv + rot rot , 

und reduziert er sich zu einem Skalar, so entsteht die Formel: 

V«-. - aV L V Lü + a/SV "1 V "1 

=» conv conv . 

SchliiB. Die Affinoranalysis wäre damit, was ihre Entstehungs- 
weise, ihre Rechnungsregehi und ihre Beziehungen zu anderen Systemen 
zweiter Ordnung betrifft, der Hauptsache nach dargestellt Es bleibt jetzt 
noch die Aufgabe, ihre praktische Brauchbarkeit an einigen Beispielen 
darzutun, was im nächsten Kapitel geschehen mag. 



SechBteB Kapitel. 

Anwendungen. 

Boa Vorieiohen der Arbeit. Auf einen Körper A wirke eine 
Kraft k; etwa indem ein Seil darch einen arbeitleistenden Mechanismus M 
gezogen wird (Fig. 18). Der Körper A bewege sicli infolgedessen um 

eine Strecke s in der Richtung der 

Q-^^ O 

t Arbeit ist 



k ,-x /^ Sjrafk. Die von dem Mechanismus 

während des Vorganges geleistete 



Fig. 18. Meohaniimni M und KOzper A. Ic^S— . 



«•"m 



Die Energieänderung von M^ nur infolge des beischriebenen Vorganges 
ist also 

Das ist gerade der Wert, den wir 

ks 

schreiben. In unserer Notation ist also das innere Produkt Ton Kraft 
und Weg gleich der Energieänderui^ des Teiles ; der diese Kraft ausübt. 
A übt auf das Seil eine Kraft k' » — k aus, es ist also auch hier die 
Energieänderung in derselben Weise zu berechnen, nämlich zu: 

k'.s. 

In der herkömmlichen Vektoranaljsis hat k • 8 die Bedeutung -f Ic^s^, 
es ist also dort das innere Produkt von Kraft und Weg gleich der Energie- 
änderung des Teiles, der die entgegengesetzte Sjraft ausübt. Es zeigt 
sich also, daß das von der allgemeinen Theorie der Systeme yon Größen 
verschiedener Ordnung geforderte Minuszeichen sich auch hier besser 
den mechanischen Tatsachen anschließt als das zurzeit übliche + Zeichen. 

SotierendeB Besngssyetem. Es sei außer dem festen Bezugs- 
system ein zweites gegeben mit demselben Ursprung, daß um einen festen 
Vektor w mit einer Geschwindigkeit w^ rotiert in einer Richtung, die 
der Richtung von w vermittels einer Rechtsschraube zugeordnet ist. 
Ein Punkt, gegeben durch den festen Radiusvektor r, fällt dann in jedem 
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Augenblick mit einem in bezug auf das bewegliche System festen Pnnkt 
zusammen^ der in bezug auf das feste System die Geschwindigkeit 

(533) V - w X r 

hat. Betrachten wir jetzt einen Vektor s, der in bezug auf das feste 
Achsensystem in Ruhe ist, so ist für dieses System: 

(534) ^ - 0. 

Für einen mit dem anderen System mitbewegten Beobachter ist aber 
8 veränderlich, und zwar ist für ihn: 

(535) ^ w X 8. 

Ist der Vektor 8 auch in bezug auf das feste System beweglich, also: 

(536) ^* + 0, 
SO ist offenbar: 

(537) ^»^_wx8. 

Die Betrachtung läßt sich leicht auf Ai&noren ausdehnen. Ist ein 
dem festen Achsensystem gegenüber konstanter Affiner A >-- ab gegeben, 
so ist die Änderung, die er in der Zeit dt inbezug auf das andere Achsen- 
system erfährt, offenbar gleich: 

d(ab) » dab + adb. 
Es ist also: 

( dl d(ab) da, db 

d« "■ d« "■ d< " + *de 

— — fw X a)b— a(w x b)— wl (ab)+(ab) "1 w(nach (167)) 
= - w X A (nach (234)). 



(538) 



Ist A auch in bezug auf das feste Achsensystem yeränderlich, so ist 
offenbar, ähnlich wie bei einem Vektor: 

Das in der Affinoranalysis neu auftretende vektorische Produkt eines 
Vektors mit einem Affiner erhält durch diese Anwendung eine leichtfaB- 
liche Deutung. 

Die Stellung des beweglichen Systems in bezug auf das feste kann 
in jedem Augenblick gegeben werden durch einen Rotator B. Irgendein 
mit dem ersten System mitbewegter Vektor 8 kann also geschrieben 
werden: 
(540) 8 - R8„, 
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wo 8^ ein ruhender Vektor ist. Da nach (533) und (240): 

dt " 
ist für jedes 8; ist: 



dt ®« 



W X 8 = W X (RsJ =. (W n R) 8, 



(541) 



dB 

dt 



«wH B. 



Diese Formel gibt eine einfache Deutung des affinorischen Produkts 
eines Vektors mit einem Af&nor. 

Bewegung eines starren KSrpers. Wirken auf einen starren 
Körper zur Zeit t die Kräfte k^, k^^ ... in den Angriffspunkten r^, r^, . . . ^ 
so folgt aus dem Prinzip von d'Alembert und unter Berücksichtigung der 
Eigenschaften des Schwerpunktes: 



(542) 






^M^ 






wo y die Geschwindigkeit und m die Masse eines Massenelements mit 
dem Radiusvektor r, M die totale Masse und y^ die Geschwindigkeit des 
Schwerpunktes ist. Versteht man unter a die Bewegungsgröße üf y, und 
unter b den Drall in bezug auf Oy Smy x r, so lassen sich (542 a) und 
(542 b) wie folgt schreiben: 



dt 



2* 



X r. 



Die allgemeinste Bewegung eines starren Körpers ist für jeden be- 
liebigen Punkt anzugeben als eine Translation , verbunden mit emer 
Rotation um eine durch diesen Punkt gehende Achse. Ist also r die Ent- 
fernung von 0, so ist: 
(544) V = v^ + w X r, 

wo y^ die Geschwindigkeit von ist und w ein Vektor in Richtung der 
Rotationsachse^ dessen Absolutwert gleich der Winkelgeschwindigkeit ist. 
Aus dieser Gleichung folgt unter Anwendung von (173 b): 

a) a =« Jf y, 

b) b =-^w»(y^+ w X r) X r 

=-^my^ X r +^w(w x r) x r 

— Jlfy^ X r, +^«ww(r "1 r) 

= Jlf y^ X r, + w^w(r "1 r) 
=» Jlfy^ X r, + wT, 



(545) 
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wo: 

(546) T=^mr"|r 

der Trägheitstensor und b der Drall des Körpers in bezug auf den Punkt 
0; r^ der Radiusvektor und y^ die Geschwindigkeit des Schwerpunktes ist.^) 
Wird in (545 b) entweder T^ oder r^ gleich Null, d. h. bezieht man sich auf 
einen ruhenden Punkt, oder fällt der Bezugspunkt mit dem Schwerpunkt 
zusammen, so geht die Gleichung über in: 

(547) b - wT. 

Der Drall ist dann also eine lineare Funktion der Winkelgeschwindigkeit. 
Zur Berechnung der lebendigen Kraft L des Korpers verlegen wir 
in den Schwerpunkt. Es ist dann: 

(548) L 1 2my^ \My,^ - ^mr, • (w x r) 

--l-^m(wxr)«- 
« - yv, • a — (t, X w) -^wr 

+ |^mw{(w X r) X r} (nach (172)) 

|v,-» + iw.{w^m(rnr)}(nach(173b)) 

« — |v,.a+ Jwb, 

oder auch nach (245): 

(549) Z « - \My^' + \ (ww) Fl ^w(r "1 r) 

l-afv/- + |T Fl (ww) 

--IJtfV+ITRWO, 
wo: 

(550) W = ww 

der Tensor der Drehungsgeschwindigkeit oder Drehungstensor ist. Der 
zweite Bestandteil von L läßt sich wie folgt schreiben: 

(551 ) L, - + J- T n (w w) - { }- T n (Wo Wo) j (- w • w) 

=-K{Tn(WoWo)}. 

Hieraus geht hervor, daß T Fl (WoWq) das Trägheitsmoment des Körpers 
in bezug auf die Achse von W ist. Allgemein ist also das Trägheitsmo- 
ment in bezug auf die Achse eines beliebigen Einheitsvektors Vk^: 

(552) T..= Tn(aoa„). 

1) Der Skalar M muß aufgefaßt werden als ein im euklidischen Raum de- 
generierter Tensor. Im elliptischen Raum, wo jede Bewegung in zwei reine 
Drehungen zerlegt werden kann, tritt dieser Tensor wirklich auf. 

8) Im elliptischen Raum wird der Ausdruck symmetrisch. 
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Ist der Körper nicht in eine Ebene oder Gerade ausgeartet^ so ist T 
sicher nicht Teiler der Null. Ist T der Tragheitstensor in bezug auf den 
Punkt Oj so ist der Tragheitstensor in bezug auf einen Punkt P mit dem 
Radiusvektor p: 

(553) T' -^w(r H r) - 2 ^m(r T p) + ^w(p H p) 

- T - 2 Jf r, T p + Jfp 1 p. 
Ist der Schwerpunkt, so yereinfacht sich die' Gleichung zu: 

(554) T' « T + -Sf P n p. 

Bewegung eines fireien KSrpers. Der Drall in bezug auf den 
Schwerpunkt ist der Winkelgeschwindigkeit yermittels der Dyade T L. 
zugeordnet. Fehlen also äußere Kräfte^ so ist nach (543) und (547): 

b — konstant 

b . w — (wT) • w »= 2L — konstant. 

Da L konstant ist, kann also w nur Radiusvektor des Trägheits- 
ellipsoids: 

(555) (wT) . w = 2L 

sein. Dann ist aber b — wT der Vektor der Berührungsebene in dem 
Endpunkt von r (vgl. S. 149). Nennen wir diese Ebene des DraUvektors 
die Drallebene, so bleibt bei der untersuchten Bewegung die Drallebene 
konstant. Da überdies die Drehungsachse stets durch den Berührungs- 
punkt geht, besteht die Bewegung also, von Translationen abgesehen, aus 
einem RoUen des Trägheitsellipsoids auf der Drallebene. 

Allgemeine Bewegnngsgleiohiingen. Die Resultante sämtlicher 
an dem Körper angreifender Kräfte erzeugt eine Translation, gegeben 
durch die Gleichung (542 a). Von dieser Translation woUen wir weiterhin 
absehen. Wenn m das totale Moment der Kräfte und b der DraU in bezug 
auf den Schwerpunkt ist, so ist nach (543 b) und (547): 

db d(Tw) 



Die Bewegungsgleichungen können jetzt sowohl in bezug auf ein 
mit dem Körper bewegliches als auf ein festes Achsensystem aufgestellt 
werden. Für den ersten Fall ist nach (537) und (547): 

dh db , 1^ m dw , <. 

-T^ + WxCTw) 

-T^ + (wTr)7lT, (nach (241)) 



^557) 
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wo das Differentialzeicheii d sich auf die Beurteilung vom beweglichen 
System aus bezieht. Für m » ist 



(558) 



dw 
dt 



W71T 
[XT 



die affinoranalytische Form der Eulerschen Gleichungen. 

In bezug auf ein festes Achsensystem kann die Lage des Korpers zu 
jeder Zeit gegeben werden durch den Rotator ISi, der die Drehung in bezug 
auf einen beliebigen Anfangszustand angibt. Es ist dann nach (541): 



(541) ^-^l»- 

Sind keine äußeren Eräftie vorhanden, so ist nach (279 d) und S. 148: 



(559) 



U< T 



bT-i-bRT-iR-S 



und die Differentialgleichung der Bew^ping lautet also: 



(560) 



d\ 



^-(bRTr^R-^)nR.') 



Lagerkr&fte. Rotiert ein Körper 
um einen anderen Punkt als den Schwer- 
punkt; so wird er im allgemeinen eine 
veränderliche Kraft auf den Punkt ausüben 
(Fig. 19). Nach (542 a), (533) und (366) 
ist die auf ausgeübte Kraft: 




Fig. 19. 
Sohwerpimkt 8 und DrehnngtftehBe. 



/ , dJ 

-k M 



(561) 






dt 

dw 

dt 



dtj 






>•, + (w n w) r, } (nach (173 b)) 



(nach (249)) 



Der zweite Bestandteil der Kraft, der nicht nuU ist bei konstanter 
Winkelgeschwindigkeit, ist die Zentrifugalkraft: 



(562) 



k, MW 71 r,. 



Die Zentrifugalkraft ist also das vektoraffinorische Produkt des 
Drehungstensors und des Radiusvektors des Schwerpunkts, wobei der feste 
Punkt als Bezugspunkt zu wählen ist. 

Rotiert ein Körper um eine feste Achse, so lassen sich die Lager- 



1) Die AsBoziationsänderuDgen, die erforderlich sind um diese Gleichung ein- 
facher zu gestalten, erfordern Multiplikationen höherei Ordnung (vgl. S. 148). 
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kräfte wie folgt berechnen. Man nehme irgendwo in der Achse. Die 
totale auf die Lager ausgeübte Kraft ist dann offenbar, wie oben: 

(561) - k - - Jlf (^ X r, + W 71 r,) . 

Das totale Moment der auf die Lager ausgeübten Kräfte in bezug 
auf berechnet sich nach (543), (547), (366), (539), (234), (239) und 
(241) zu: 

(563) -.m=.-^,5«-^--T^,--.(wxT)w 

dt 

Der erste Teil hat die Richtung der Achse, und wird bei konstanter 
Winkelgeschwindigkeit Null. Der zweite Teil, das Jtfoment der Zentri- 
fugalkiufto: 

(564) m,^ W71T 

wird Null, wenn die Achse mit einer Hauptrichtung von T zusammen- 
fällt, da dann alle Hauptrichtungen von W und T zusammenfallen, 
das Produkt demnach keinen Vektor enthalten kann. Das Moment der 
Zentrifugalkräfte, ausgeübt auf eine feste Achse, in bezug auf einen Punkt 
der Achse, ist also das yektoraffinorische Produkt des Drehungstensors 
und des Tragheitstensors in diesem Punkte. 

StöBe. Wird auf einen freien starren Körper im Punkte s vom 
Schwerpunkt aus gerechnet ein Stoß p » iLdt ausgeübt, so ist die ent- 
stehende Bewegung nach (548) gegeben durch: 

(565) ( * "^ ^ 

Die Geschwindigkeit, die ein Punkt in der Entfernung r Yom Schwer- 
punkt infolge des Stoßes bekommt, ist: 

T =» V, + w X r, 
wo: 

(566) Y, - ^ 

ist, and femer nach (239) und (240): 

w » bT-^ = (p X 8)T-> - p(8 ~| T-^) 
X r = p(s~|T-»~|r); 

Aus diesen Gleichungen folgt: 



(667) { , 
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(568) |T-p(snT-.nr + i) 

WO Gar ein Affinor ist, der nur yon der Massenverteilung des Körpers und 
der Lage der durch S und r gegebenen Punkte abhängt. Da T ein Tensor 
ist; ist nach (242 b): 

(569) C.r-KCr.. 

Erteilt man also dem Körper einen Stoß p' in einem durch r gegebenen 
Punkte, 80 ist die Geschwindigkeit, die der durch s gegebene Punkt da- 
durch erhält: 

(570) v-p'C„ 
und es ist also nach (244): 

(571) T • p' - (pc„) . p' - p • (C^po - p . (p'c) - p • y 

(Satz von der Gegenseitigkeit der Stoßgeschwindigkeiten). 

BewegnngBgleiehnngen des Kreisels. Es drehe sich ein starrer 
Körper um einen nicht mit dem Schwerpunkt zusammenfallenden festen 
Punkt, und es wirke nur die Schwere auf ihn. Sind r,^ und T^ die An- 
fangswerte des Radiusvektors des Schwerpunktes bzw. des Trägheitsten- 
sors, inbezug auf den festen Punkt, so sind die Werte dieser Gbrößen 
zu einer beliebigen Zeit t: 

(572) r, - »r.. 
bzw.: 

(573) T = RT<.E-S 

wo B ein mit der Zeit veränderlicher Rotator ist, der die Lage des Körpers 
in jedem Augenblick bestimmt. Nach (543), (572) und (241) ist: 

(574) ^ = JM-g X r. = Jlfg X Rr,„ - - JlfB 71 (r„g) 

= ilf(gr.J 3n R-s 

WO g die Schwerkraft pro Masseneinheit ist. Nach (539) ist: 

(575) ^-^"IK 
und nach (547) und S. 148: 

(576) b-wT-wRT^R-^ 

Durch Elimination von w und b aus (574), (675) und (576) entsteht eine 
Differentialgleichung in B. Diese Elimination gelingt sehr einfach unter 
Anwendung von (233) und (242 a). Denn, wo nach (575) und (366): 
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(577) ^_<*J-|E + wnw-lE 
ist, ist nach (233), (281) und (314): 

B"iK(^7nR)--R-|R,-i^--in^, 

und nach (242a), (281) and (314): 

E~| K(w~l w~l R) - R~l Bi~l w~l w - w~l w. 
Es ist also: 

(578) E^* JH^ + w-lw, 

oder bei Multiplikation mit T^ nach (249): 

(579) T,3n(R^J^*)--T^^7 + T,^(wnw). 
Nach (547), (366) und (539) ist nun: 

dh dlffw^, / rri\ 

d?-d7T + w(wxT), 
oder nach (234) und (241): 

Da ww und T Tensoren sind^ ist aber nach der Bedeutung von lü und x1 

(ww) 71 T - - T, 71 (w n w), 
und also nach (579): 

(581) §J--T,71R^S 

oder nach (574), (237), (573) und (280): 

(582) VMgr.aTik - ~ VRTaoR-^K ^'^' 



-VRT.,4,'J*.i) 



dV 
dV 



Beformation eines homogenen Medlmne. Es sei t die Ver- 
rückung des durch den Radiusvektor r bestimmten Punktes P: 

(583) T - f(r). 

Die relative Yerrückung eines Teilchens des Differentialraumelements 



1) Vgl die Bemerkung zu (660), S. 219. Ffir den Fall, daß das Trägheits- 
ellipsoid ein Rotationskörper in bezug auf die Achse von 8 ist, läfit sich mit 
einfacheren vektoranalytischen Mitteln eine Differentialgleichung in r^ ableiten. 
(Siehe Föppl 03. 4.) 
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um Py in einer Entfernung dr Ton P, in bezug auf P, ist nach (346) 

rfy « — dr^yj) 

— — I dr conv Y — I dr X rot T — dr X dev y. 

Ist die Deformation klein, so entspricht — ^dr conv T einer nach allen 
Seiten gleichmäßigen Ausdehnung, — ^ dr x rot T einer reinen Drehung 
um den Vektor rot T als Achse, und — dr X dev v einer reinen Deviation, 
die die Hauptrichtungen von dev V bestehen läßt. 

Die Deformation des Differentialraumelements ist vollständig ge- 
geben durch den Affiner: 

(584) A « Vv « a conv v + /3 rot v + dev v. 

Spannungen, Ist das Medium ein elastisches, so treten bei der 
Deformation Spannungen auf Es seien die Kräfte, die pro Flacheneinheit 
auf die Seitenflächen eines beliebigen Differentialtetraeders durch die Um- 
gebung ausgeübt werden: 

Vaf Vbf Vcf Vdf 

und die nach außen gerichteten Einheitsnormalen: 

»a^ ^bf »O »d- 

Sind die Inhalte der Seitenflächen: 

d(f . dtSum d(f . d(fj. 

Mv^, *^^b7 ^^e9 df 

so sind: 

^a^^a^ ^bä<fb7 »c^<^c7 ^d^<fd 

die als Vektoren aufgefaßten Seitenflächen eines Polyeders, deren Summe 
bekanntlich Null ist. Es ist also: 

(585) n^dtf, + ... + n^dtf^-0. 

Andererseits muß aber die Summe sämtlicher Flächenkräfte Null sein, da 
die Kräfte, die auf das Volumelement wirken, mit der dritten Potenz 
der Dimension abnehmen, also bei einem Differentialraumelement den 
Flächenkräften gegenüber verschwinden. Es ist also: 

(586) Vaä<fa + "' + Vdd<fd-0 
und demnach: 

(587) p^ « (p,n« + p,n; + p,n,>^, 

wo nj, n^' und n/ die zu n^, n^ und n^ reziproken Vektoren sind (vgl. 
S. 129). Sind also die Spannungen auf drei verschiedenen Flächen ge- 
geben, so läßt sich die Spannung auf jeder beliebigen anderen berechnen, 
und zwar ist p eine lineare Funktion der Normalen n: 

(588) p-~nB. 
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Der Spannungszustand in einem DifiFerentialraumelement ist vollständig 
gegeben durch den Affinor B: 



(589) 



B — — ^nhh — ^nUh — -^81*8*2 -~ ^7^^- 



um uns seine Bedeutung auch in Koordinaten klarzulegen, betrachten wir 
einen Differentialwürfel mit Seitenflächen in Richtung der Koordinaten- 
achsen. Die Kraft, die pro Flächeneinheit ausgeübt wird auf die Fläche, 
deren äußere Normale z.B. die Richtung von 1^ hat, ist nach (589) gleich: 

p - - i,B « - B,,l, - B,,U - ^8*8 

B^u Bi^ und J?^3 stellen also die absoluten Werte der Normaldruck- 
spannung und der Tangentialspannung in der — 2- bzw. — 3-Richtung 
dar, und sind demnach identisch mit den Größen, die yiel X^, Y^ und Z, 
genannt werden. 



Beiiehiingen swisohen Deformation nnd Spannnng. In 

dem Differentialraumelemente um P ist die Deformation gegeben durch 
den Affinor A — Vv, die Spannung durch den Affinor B. Der Zu- 
sammenhang zwischen A und B ist, je nach der Art des deformierten 
Mediums verschieden. Nehmen wir an, daß die Deformation sehr klein 
ist und das Medium dem Hookeschen Gesetz folgt, d. h. die Deformation 
eine lineare Funktion der Spannung ist, so ist, da jeder Affinor Ton neun 
unabhängigen Zahlen abhängt, die Wirkung des Mediums höchstens durch 
81 Parameter charakterisiert. Diese bestimmen einen Operator der Ana- 
lysis vierter Ordnung, der die Orientierungsweise des allgemeinsten Quo- 
tienten zweier Affinoren besitzt, also (vgl. S. 88 und 89) drei Skalare, 
sechs Vektoren, sechs Deviatoren, drei Septoren und einen Nonor enthält, 
deren Wirkung folgender Tabelle zu entnehmen ist: 





■ s 


V 


B 




8 


s- 


r- 


B- 


r 


V- 


s-, rx,DX 


Vx,BX,St-i^ 


D 


D- 


Fx,DX,-S<-«-o 


8; r%,BX,St-^ 


o,N-^o 



und -^ sind Multiplikationen, deren nähere Bestimmung 
in den Analysen höherer Ordnung zu erfolgen hat. Im Falle eines ho- 
mogenen isotropen Mediums, das sich Drehungen des Bezugssystems 
gegenüber gleichgültig verhält, können offenbar nur die drei skalaren 
Operatoren bestehen bleiben. Die einzig mögliche Beziehung zwischen 
A und B ist dann also: 
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B,- 


•K,A 


B.- 


^K,A 


B.- 


.K,Ä 



(590) 

B — «jKJjConvv + ßK^Toty + Z^devT, 

wo JTq, K^ und K^ die za den Deformationen niiUter^ erster und zweiter 
Ordnung gehörigen Elastizitätskonstanten nullter, erster und zweiter Ord- 
nung sind. Infolge (227), (588) und (590) ergibt sich: 

(591) p = — nB « — y^o>* ^^^ ^ "" ~« -^i^^ x rot v — Z,n X dev t. 

Durch diese Formel wird die Spannung in die drei zu den Deformationen 
verscliiedener Ordnung gehörigen Komponenten zerlegt 

Die gewShnllohe Elostizit&tBtheorie. In der gewöhnlichen 
Elastizitätstheorie wird ein Medium betrachtet, das Drehungen der klein- 
sten Teile nicht widersteht, wo also K^^O ist. Damit hängt zusammen^ 
daß man dort nur die Deformationen nuUter und zweiter Ordnung sehr 
klein anzunehmen braucht, die Drehungen aber nicht. Der sich hier als 
der für ein isotropes homogenes Medium als allgemeinster ergebende Fall 
ist also eine Erweiterung des gewöhnlichen Falles. Nachdem solche Er- 
weiterungen schon von yerschiedenen Autoren angestrebt waren ^), wurde 
die hier betrachtete näher ausgearbeitet durch Witte ^) 1908 und un* 
abhängig durch Somigliano') 1910, und zwar geschah die Darstellung 
in Komponenten. Eine direkte Darstellung ist nur mit Hilfe der Affinor- 
analysis möglich. Sie gestaltet sich durch die reine Trennung der Vor- 
gänge yerschiedener Ordnung besonders einfach. Als Beispiel fQr die 
Anwendung der Affinoranalysis ist die Theorie des allgemeinen isotropen 
elastischen Mediums besonders geeignet, und da es jederzeit möglich ist, 
auf die gewöhnliche Theorie zurückzukommen, indem man die Konstante 
K^ Null setzt und endliche Drehungen zuläßt, wollen wir die Rechnung 
unter dieser allgemeinsten Voraussetzung fortsetzen.^) 

Die G'leiohgewiohtBbediugimg. Ist die Kraft pro Masseneinheit, 
die in P auf den deformierten Körper wirkt, g, und die Dichte ^, so ist 
für ein DifiPerentialraumelement dt um P: 

pjTjrfr^ogrfr— I n3d6 

(592) j ^* ^ 

— Qgdt — ConvBrfr (nach (451)) 



1) S. Literatarangaben bei Somigliano 10.10, S. 44. 

2) 08.8, S. S52. 3) 10.10. 

4; Die Beziehungen zwischen den Konstanten nullter und zweiter Ordnung, 

Sehonten: Tektor- q. Affinoniiftlyiis 15 
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and zwar f&r jedes Element, sodaß: 

(593) 



Qa^^QS — CouyB 



dt' 

Die Gieichgewichtsbedingong lautet also: 
(594) (^g-ConyB-O. 

Die anf das Yolamelement wirkende elastische Kraft k,, ist: 



(595) 



k,— — pg — — ConvB 

— ~l-K^ conv conv T — J Äj rot rot t — JS^ dev dev T (nach;363)) 

- ( J JE;+|-Ki)convconvT— (J-iTi +|2:i)rotrotT(nach(425)). 



K^ und K^ und den von Tencbiedeneii Autoren verwendeten X und fi, 6 und 2l, 
S und (7, 1], flfy iß' und o' find folgende: 



K^, K^ 



i, f* 



6, K 



E, G 



K^, K^ 









A'G^ 



^^ZG--E 

ä;— 2(7 



1, ft 

(Lam^) 



3 



^-T 






^E-2G 
^ZG—E 



fi^G 



ö, JfiT 

(Kirchhof) 



^ — 3Tr— 



iT— 



2 



**2f* 



0^ 



l ig— 2g 
23G^— j& 



(Young,Fdppl) 






2 



£7 



G^. 



ft(81-f 2ft) 



^+f* 






2^(1 + 36) 
20 + 1 



^ "" w 



(Poi8Bon,Föppl 






^ 



21+2fi 



7J« 



20 + 1 



^— 2g 
2g 



(Cerruti) 



»9 - 



i2 



9 



i2 



,^ 2gO+2J5r 



ß* = — . 



G E-40 



9 ESG 



(Cerruti) 



CO' 



2q 



(O' 



(O 



._^ 



HO 



•=^ 
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Bnergieglelolmngen. Wirken auf die Oberfläche des Körpers Span* 
nnngen p^ und im Inneren auf die Massenelemente äußere Kräfte gg^ so 
ist bei einer Änderung der Yerrückung T des Körpers um dy die zuge* 
führte Energie: 

(596) dL — — J pg • dydt —JVa' ^^^^j 

t a 

oder nach (594) und (591): 

dL - -y*Conv B • drdt +f(nB) • drdö 



(597) 



— — J^ConvB • drdt +fn • (ßdi)d6 (nach (244)) 

t a 

— y { — Conv B'dy + conv (B dj) ) dr (nach (447)) 



jBj^f] grKddrdt 



(nach (401)). 



« 



Die in einem Yolumelement während dieses Yorgauges pro Yolumeinheit 
aufgespeicherte Energie ist also, von Energieverlusten abgesehen: 

(598) rfTr«B,ngradrfT. 

Wachsen die Spannungen ron o bis p^ und gleichzeitig die Massen- 
kräfte von bis Qg, so ist die während dieses Yorganges pro Yolum- 
einheit aufgespeicherte Enei^ie, da die Yerrückungen stets den Span- 
nungen und Kräften proportional bleiben: 

TF« J-B,n gradT - \A Fl B, 

(599) — J (J -i^jcony v conv t — \A^ rotr- rotv -|- \Ä^ der T • derr) 

(nach (246)). 

Für den Fall der gewöhnlichen Elastizitätstheorie, wo iT^ — 0, geht 
diese Gleichung über in die af&noranalytische Form der Helmholtzschen 
Normalform für die potentielle Energie. 

Nehmen wir an, daß die aufgespeicherte Energie im Yolumelement 
nur Funktion ist Ton dem augenblicklichen Werte von A und B, eine 
Annahme, die sich thermodjnamisch begründen läßt, so ist W unabhängig 
von dem Wege, auf welchem die Formänderung zustande gekommen ist, 
und (599) gibt also allgemein die elastische Energie als Funktion von A 
und B an. dW ist die Änderung des elastischen Potentials. 

Dos Bettlflohe Theorem der Beiiproiit&t. Betrachtet man zwei 
Spannungszustände eines und desselben Systems, den einen mit den 
Kräften und Spannungen pg, p^ und den zugehörigen Deformations- 

16* 
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großen T und A, den anderen mit q^, ]fj und den zugehörigen Defor- 

inationsgrößen t' und A', dann berechnet sich die Arbeit pro Yolumein- 

heit^ die die Kräfte und Spannungen des ersten Zustandes bei den Yer«' 

rückungen des zweiten pro Yolumelement leisten würden in derselben 

Weise wie oben zu: 

A'RB,. 

Umgekehrt würden die Kräfte und Spannungen des zweiten Zustandes 
bei den Yerrückungen des ersten die Arbeit 

ARB; 
leisten. Da aber nach (246) 

(600) A' n Bi =- iZo conv y' conv t — | Jj; rot t' • rot T + J^ dev t' • dev T 

«ARB; 

ist, sind beide Arbeitsmengen gleich. Es ist demnach: 

(601) fffg • y'dx +fVa ' ^<^* Sq^ • ^<*^ +Xp«' ■ ''^*' • 

t a t a 

(Bettisches Theorem der Reziprozität.) 

Bie Komptabilit&tBbedingiingen. Das Feld des Spannungs- 
affinors genügt im Falle des Gleichgewichts der Bedingung: 

(594) pg-ConvB. 

Die Massenkräfte sind also die Senken des Feldes des Spannungs- 
affinors. 

Auf der Begrenzungsfläche ist 

(591) P.= -iiB. 

Die Oberflächenspannungen sind demnach die Flächensenken auf 
der Begrenzungsfläche des Feldes des Spannungsaffinors. 

Wären nun auch die Wirbel und Flächenwirbel bekannt^ so konnte 
das Feld B, damit A, und also nach (46Q) bis auf eine Eonstante y an- 
gegeben werden (wenn wenigstens Y stetig und r einfach zusammen- 
hängend ist; also z. B. kein Ringkorper). Die Wirbel und Flächenwirbel 
sind nun nicht bekannt^ statt dessen existiert aber die Bedingung, daß B 
vermittels der Konstanten K^, K^ und K^ aus dem Gradientfeld eines 
Vektorfeldes ableitbar ist. Diese Bedingung, die sogenannte Eomptabilitäts- 
bedingung der Spannungen, die das Affinorfeid auf ein Vektorfeld zurück- 
führt, würde in Koordinaten zerlegt 9 — 3 » 6 unabhängige Gleichungen 
erfordern. Afßnoranaljtisch gestaltet sich ihre Darstellung sehr einfach. 



(602) 
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Nach der Bedeutung Yon H ist doch: 

Rot B -» f /JiCo cony cony T + y/J J^i rot rot T — ßK^ dev dev Y 
+ ^Z, rot dey T — -J -Zi dev rot Y 

= -lß{Ki - K^) cony cony v + ißiK^ — Ä,) rot rot Y 
+ |(Z, — Zj) dey rot Y (nach (422) und (425)). 

Da aber nach (362): 

grad rot Y = j3 rot rot Y + dey rot Y, 
ist; so folgt: 

K Rot B = — ißi^Q — Ä,) cony cony Y + -|-(Zj — K^) grad rot Y, 
und infolge von (427), (146) und (147) : 

(603) Rot K Rot B i (^o - ^2) Rot conv conv Y. 

Es ist zu beachten, daß Z^ in dieser Gleichung nicht vorkommt. Sie 
stellt also gleich die Komptabilitätsbedingung der Spannungen für 
den Fall der gewöhnlichen Elastizitatslehre dar. Aus ihr leitet sich für 
Kq=^ K^^ 1 die Gleichung ab : 

(604) RotKRotA^O, 

die affiaoranalytische Form der Komptabilitätsbedingung der Deforma- 
tionen der gewöhnlichen Elastizitätslehre. 

Die Beltramische Form der Eomptabilitätsbedinguug der Sj^nnungen, 
die eine Beziehung zwischen V^B, JB, und ^g herstellt, leitet sich fol- 
gendermaßen aus (603) ab. Nach (602) und (362) ist: 

Rot B = ißi^Q — K^) conv conv j + ß{K^- JE,) rot rot Y 

+ -|(Xs — Zi) grad rot Y. 
Da aber nach (590): 

(605) Rot Conv B = J (K^ + 2 K^) Rot conv conv v + |(Zi + K^) Rot rot rot v 
ist, so folgt für den gewöhnlichen Fall, wo JTi = ist: 

(606) Rot Rot B = - Rot Conv B + -J (2 JS; + JS^) Rot conv conv v . 

Unter Berücksichtigung von (431) entsteht also: 

(607) V« B = grad Conv B - Rot Cony B + —^ -^' Rot conv B, 



8Ä0 



= - 29VXg + ^^—* Rot cony J?„ 
die affinoranaly tische Form der Beltramischen Gleichungen. 

Die Formeln von Bettl für die Terrftckung, die Konvergeni 
nnd die Botation. Nach (503) ist: 
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(608) 4ä Y « Conv f ?^!^ dt -^ Conv i— dö . 

t a 

Multipliziert man diese Gleichung mit K^y und zählt man die aus (594) 
und (487) bzw. (588) hervorgehenden Gleichungen 

(609) - r^dr - f—dö - Conv C—dt 

t a t 

(610) o^J^^Je+J^lj, 



a 



hinzu, 80 entsteht: 



(611) 



+ |(ü:, - K,) rotf^dr - K, Cony/^rfff, 



die afjfinoranalytische Form einer von Betti fQr JT^ » angegebenen Formel 
für y. Nimmt man von dieser Gleichung die Konvergenz bzw. die Rotsr 
tion, so erhält man 



(612) 



(613) 



4üt(^K^+ ^K^couYY = conv/ ^dt + conv / ^d6 

t a 

— jKL conv Conv / — dö 
— Z, rot Conv / —d6y 



die affinoranalytische Form der verallgemeinerten Formeln von Betti für 
convv und rotv. 

Die Felcbiumine des Spannungsfeldes. Da die Senken und 
Flachensenken des Feldes des Spannungsaffinors gegeben sind durch (»g 
und p^y ist in einem einfach zusammenhängenden Raum, nach (516): 

(614) f^^'^ '^J^TQgdt +fr^d6. 

Die Gleichung zerfällt in drei andere: 
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(615) / coDVTdr = ;g^ / r • ggdt + y" / ^ * P^^ 



t 



(616) / rotydr = -^ / r x pgrfr + ^ j ^ ^ Vä6 

(617) TdevTiir-^ /"r X (»gdir +^J rXpdff, 



rl 



die gestatten, die mittlere Konvergenz, bzw. Rotation, bzw. Deviation un- 
mittelbar aus den angreifenden Kräften zu berechnen. Von diesen Glei- 
chungen wurde die erste von Betti gegeben ^ die zweite geht für 
K^^O in die gewöhnliche Gleichgewichtsbedingung der Statik über. 

Die elektromagnetisohen Feldgleichnngen. Die Lorentzschen 
Formeln für das elektromagnetische Feld lauten: 

f a) conv d « — 9 

b) conv h = 

c) rot tt — -TT 

^ e dt 

1 /dd 



(618) 



^ d) roth= -(^-convdv), 



wo d die dielektrische Verschiebung, h die magnetische Kraft, q die Volum- 
dichte der positiven Elektrizität^ und v die Geschwindigkeit der Elek- 
tronen ist.^) Die auf die Einheit der Ladung ausgeübte Kraft ist 

f-d + -vxh.«) 

Die Resultante k der Kräfte, die auf sämtliche Elektronen innerhalb eines 
Raumteiles t wirksam sind, ist also: 



(619)1 



X 

— / (— conv dd-j- rot h x h -jr x hjrfr 



- /(-conv dd-f- rot h x h + rotd x d)dr-~y*^^c?r. 

X X 

Setzt man 

(620) cd X h « 8 

(Poyntingscher Vektor der Strahlung), und ergänzt man die Formel sym- 
metrisch unter Berücksichtigung von (618b): 



1) 09.19, S. 12. 2) 09.19, S. 14. 
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(621) k-/(-convdd + rotdxd-conYhh + rothxh)dT — -i|J^rf^ 

t t 

80 ist nach (394) und (396): 



(622) 



k- ryConv(-dd + dnd~hh + hnh)dr--^y'^rf 

t t 

= rConv(d_l_c + h J_h)dr- /^^i^ 

t t 



Die GröBe 



d^^d + h^h 



ist der Tensor der Mazwellsclien Spannungen. 

Angesichts dieser Beziehungen hat Jaumann 1906 ein neues Produkt 
Yon Vektoren gebildet und in seiner Notation angegeben durch: 

[a, b] = a; b + a X b 

(vgl. S. 123 und 124). Er nannte dieses Produkt die zweite symmetrische 
Dyade yon a; b. In unserer Darstellung erscheint die Multiplikation x yon 
selbst als eine zum System gehörige, und zwar als untere tensorische: 

1 = 1«. -X 
(vgl. S. 77 und 95). 

Allgemeine Bemerkung zn den afflnoranalj^tisohen Olei- 
ohnngen der Ueohanik und Physik. Eine erschöpfende Darstellung 
sämtlicher Beziehungen zweiter Ordnung der Mechanik und Physik würde, 
wie kurz auch die verwendete Darstellungsweise ist, den Rahmen dieses 
Buches weit überschreiten. Obige wenige Beispiele mögen also genügen, 
den interessierten Mathematiker oder Physiker zu überzeugen von der 
außerordentlichen Einfachheit sowohl der Formeln als der Ableitungen 
der Affinoranalysis, und ihn zu überzeugen, daß in der Tat diese Aualysis 
den geometrischen Größen zweiter Ordnung ebenso vollkommen an- 
gepaßt ist, wie die Yektoranalysis denen erster Ordnung. Grundsätzlich 
ist bei diesen Beispielen davon abgesehen, neben den affinoranalytischen 
Formeln auch die Formeln in Koordinaten oder in anderen Systemen 
zweiter Ordnung anzugeben, denn obwohl dadurch einerseits die Vorzüge 
der Affinoranalysis bedeutend schärfer hervorgetreten wären, wäre anderer- 
seits der benötigte Baum in unzulässiger Weise vergrößert, zumal es dem 
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Leser ja jederzeit möglich ist^ die nicht affinoranalytiBchen Formeln in 
den Originalwerken nachzuschlagen.^) 

Zum Schluß soll jetzt noch einer Anwendung der Rechnung mit geo- 
metrischen Größen höherer Ordnung Erwähnung getan werden^ die sich 
auf die graphische Darstellung periodischer Erscheinungen bezieht. 

Darstellnng periodlsoher Brsohelnimgen dnroh geome- 
trische Größen in einer Bbene. Bekanntlich lassen sich einfach har- 
monische periodische Erscheinungen, das sind solche , die dem Gesetze: 

(623) a = tto sin (cd < + y) 

folgen, durch einen Vektor in einer Ebene darstellen. Nimmt man ein 
Achsensystem mit zwei zunächst ganz beliebigen Einheiten i^ und i^; so 
kann a dargestellt werden durch den Vektor 

(624) a « /Jäo cos 9 ii + /»»o sin y i, (Fig. 20), 

denn die Größe der Komponente von a in Richtung der sog. Zeitachse, 
das ist eine Linie, die mit der Winkelgeschwin- zeitadue 

digkeit <o in der Uhrzeigerrichtung dreht und 
mit der Vertikalen stets den Winkel cot ein- 
schließt, ist zu jeder Zeit gleich: 

WO 1, ein Einheitsvektor in Richtung der Zeit- 

achse ist a^^ßa, ist der sog. Effektirwert ''\l^^:^'tlTZt''^^r 

der periodisch veränderlichen Größe a. Aus 

dieser Darstellung folgt, daß die Summierung zweier einfach harmonischer 

periodischer Erscheinungen derselben Art und Frequenz erfolgt durch die 

gewöhnliche vektorische Addition der darstellenden Vektoren. 

1) Bezüglich der ElastizitätBlehre, deren Gleichangen für die Beurteilnug der 
AffinoranaljBis besonders wichtig sind , wäre für die Formeln in Koordinaten be- 
sonders zn verweisen auf Marcolongo, 04.7, Müller nnd Timpe, 07.6, Tedone, 07.7, 
nnd für die Formeln in der Burali Forti-Marcolongoschen Dyadenrechnnng auf den 
zweiten Teil der Analyse vectorielle generale, 13.1. In letzterem ca. 120 Seiten 
starken Werk sind Anwendungen der direkten Bechnung mit Größen zweiter Ord- 
nung auf die verschiedenen Gebiete der Mechanik und Physik in dankenswerter 
Fülle zusammengebracht. Leider wirkt dabei die sehr komplizierte Notation der 
„omografie yettoriali*^ und die Unmöglichkeit in diesem System die Erscheinung rein 
in Teile nullter, erster und zweiter Ordnung zu zerlegen, in hohem Maße störend. Bei 
Übertragung in affinoranaly tische Form gestalten sich die Formeln viel einfacher 
und symmetrischer. Weitere kritische Bemerkungen seien hier unterdrückt, da die 
^,omografie vettoriali*' an anderen Stellen dieses Buches genügend besprochen 
wurden; ein eingehender Vergleich der korrespondierenden Formeln des genannten 
Werkes und dieses Kapitels sei aber dem Leser sehr empfohlen. 
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Es ist nun zurzeit in diesen Diagrammen, die für die moderne 
Wechselstromtechnik die größte Bedeutung haben, gebräuchlich, für die 
beiden Einheitsvektoren i^ und i, die gewöhnlichen Zahlen 1 und i zu 
verwenden. Dem steht natürlich nichts im Wege, solange die Größen nur 
addiert werden, denn bezüglich der Addition haben ja alle Zahlensysteme 
mit 2 Einheiten dieselben Eigenschaften. Soll aber die Identifikation von 
ij bzw. Ij mit 1 bzw. i einen Sinn haben, so müssen auch die multipli- 
kativen Verknüpfungen zweier periodischer Erscheinungen 
mit den Multiplikationsgesetzen des Zahlensystems korre- 
spondieren. 

Sehen wir zu, ob dies in der Tat der Fall isi Es seien zwei einfach 
harmonische Erscheinungen derselben Frequenz gegeben, etwa eine Span- 
nung a und eine Stromstärke b (Fig. 21). Bilden wir zu jeder Zeit das Pro- 





Flg. 81 

Zwei linuifOrmige Sdiwingungen 

a und b. 



Fig. 8S. 

I>»nt6llimg einer tiniufOn&igtti Sehwingong doppelter 

Freqaeiu dnroh einen Vektor im J-Diegramm. 



dukt abf das in diesem Falle die momentane Leistung darstellt: 
(626) ^ « a& — a^bf^ sin (©< + v) siii {(ot + ^). 

d ist der Phasenverschiebungswinkel zwischen a imd b. Nach bekannten 
geometrischen Formeln ist nun 

(626) A — I ao&o cos d — ^a^b^ cos (2 ©^ + o + ^) . 

Die Leistung besteht also aus zwei Teilen, der eine Teil ist von der 
Zeit unabhängig, der zweite pulsiert mit der doppelten Frequenz 2 cd, und 
könnte in einem zweiten Diagramm, mit einer doppelt so schnell drehen- 
den Zeitlinie durch einen Vektor 

(627) c = - ^1 a,\ [ cos (y + ^) j^ + sin (y + ^) j, } 

dargestellt werden, wobei der Winkel 2o}t von der Schlußlinie des zwei- 
ten Quadranten aus zu rechnen wäre (Fig. 22). 

Jetzt untersuchen wir die multiplikativen Verknüpfungen von a und 
b, wenn i^ » 1 und 1,» i gesetzt wird. Es ist dann: 



Die Yerwendong von 1 nnd i 235 

(628) I = yöo^o { (^^^ V ^^^ ^— sin9)smV)ii+(cosy ein^ + sin y cos^)!, } 

und dies ist ein Vektor im Diagramm Fig. 21, der eine mit einfacher 
Frequenz pulsierende GröBe darstellt. Die Multiplikation ergibt also nicht 
das gewünschte Resultat. Überdies erhielten wir offenbar noch einen ganz 
anderen Vektor, wenn die Achsen, die doch fQr die Erscheinung unwesent- 
lich sind, anders gewählt wären, was daher rührt, daß die Multiplikation 
von 1 und i bei Drehungen des Bezugssystems nicht inyari- 
ant ist. 

Man kann nun dieser Multiplikation doch noch eine bestimmte Deu- 
tung beilegen, indem man festsetzt, daß im Resultat statt i^ bzw. i^ ge- 
lesen wird j^ und j^, und der Maßstab um einen Faktor y2 verkleinert 
wird. In der Tat stellt dann — ab den Vektor im Diagramm Fig. 22 
dar, der mit dem Teil des Produkts, der die doppelte Frequenz hat, kor- 
respondiert. Abgesehen noch von dem Umstand, daß man sich dabei dann 
doch eigentlich von den Rechnungsregeln von 1 xmd i entfernt, da solange 
das Resultat eine Zahl in 1 und f, d. h. 1^ und i^ bleibt, dasselbe doch 
immer einen Vektor im Diagramm Fig. 21 darstellt, und nicht im Dia- 
gramm Fig. 22, ist dem Teil des Produkts, der in der Zeit konstant ist, 
in dieser Weise überhaupt nicht beizukommen. Die Multiplikationsregeln 
von 1 und i sind den multiplikativen Verknüpfungen der betrachteten 
periodischen wechselnden Größen also durchaus unangemessen. Es ergibt 
sich demnach, daß für die Identifikation von i^ bzw. i^ mit 1 bzw. i kein 
einziger Grund vorhanden ist, und wir besser einfach die Symbole i^ 
und I2 beibehalten und untersuchen, welche Multiplikationsregeln wohl 
mit den multiplikativen Verknüpfungen der periodischen Erscheinungen 
Übereinstimmung zeigen. 

Da ij und i, Vektoren sind, müssen alle bei Drehungen invarianten 
Multiplikationen sich nach den Erörterungen in Kap. II ableiten lassen 
aus •, X und X , und es liegt also nahe, diese Grundmultiplikationen 
selbst zuerst zu prüfen. Die negative skalare Multiplikation ergibt: 

(629) — a . b - |ao6o cos * 

und wir haben hier in der Tat schon gleich den von der Zeit unabhän- 
gigen Teil des gesuchten Produkts, der, da er Drehungen gegenüber in- 
variant ist, notwendig als skalare Größe erscheint. 

Die vektorische Multiplikation von a und b ergibt einen Vektor, der senk- 
recht auf der Ebene des Diagramms steht, also keine Komponente in dieser 
Ebene aufweist Betrachten wir nur denjenigen Teil des Produkts, der 
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in dieser Ebene liegt, was etwa angegeben werden kann durch das Fonk- 
tionszeichen E oder den Index ^^ so entsteht die Gleichung: 



(630) 



Eaxb = a><b = 0. 



Die deviatorische Multiplikation ergibt eine Größe in L^, L,, li^, 
l^f J^ und I3. Von diesen fallen L3, I^ und I, außerhalb der Ebene des 
Diagramms. Der Teil des deviatorischen Produktes 

(631) a X b » Y^o^o { ^ ^^^ V ^^^ i^^ + a sin 9) sin ^Lj 

+ ß (cos y sin t/; + sin 9> cos ttf)I^) 

= i%K {cos (y - t)ct ^'^ ' + cos (y + t)cc ^'^^* + sin (jip + tlijßl^^, 

der in der Ebene liegt, ist also: 

fEa X b«a X b 

=• T«o*o {— <5os (9? + tli)a^^^ + sin (9 + *)/3I«}; 



(632) 



demnach gleich dem E-Teil des deviatorischen Produktes eines Vektors C 
mit sich selbst, wenn c den Winkel zwischen a und b halbiert und einen 

Absolutwert gleich Ya^b^ besitzt (^Fig. 23). 

Jeder Deviator der Ebene kann also für den Zweck dieser Unter- 





Fig. 88. 
Vektoren a, b and c. 



Fig. 24. Der Deviator a X ^ ^°^ ^^^ Einhelts- 
deviatoren fil und «- — • 



suchung einfach dargestellt werden, indem man den zugehörigen Vektor, 
etwa mit einem Doppelpfeil versehen, angibt. Gibt man auch die 45^ aus- 

einanderliegenden Einheitsdeviatoren a ^ ^ -^ und /SI5 in dieser Weise an, 

wie es in Fig. 24 geschehen ist, und schreibt man (632) in der Form: 

(633) a:^b = a^&^[cos(9 + ^-90<>)/3l3 + cos(180«--<p-^)a?^^^ 



so ergibt sich, daß ein Deviator in der Ebene sich nach zwei 45® auseinander- 
liegenden Richtungen nach derselben Formel zerlegen läßt wie ein Vektor 
nach zwei senkrechten Richtungen, wobei in der Formel der doppelte 
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Winkel statt des einfachen Winkels zu setzen ist.^) In dem Sinne läßt 
sich also Yon der Komponente eines Deviators in einer Ebene nach einer 
bestimmten Richtung reden. Wenden wir uns 
jetzt wieder zu dem E -Teil des deyiatorischen 
Produktes von a und b: 

(634) a ^ b = c ^ c, 

so folgt aus Fig. 25 infolge der obigen Be- 
merkung unmittelbar, daß die Komponente 
in Richtung der Zeitachse gleich: 

— -|-ao&QCos(2cö< + 9 + ^)al', 
ist, wo 

• i. Tk ry 1.1 1 üß • X j -ni- "L «x J • Flg. 25. Der Teü doppelter Praquens 

ist. Der ^amenKoemzient des JbinneitscleTia- de« prodnktei zweier sinn»- 
tors in Richtung derZeitachee - L. 8teUt also aC^^nSS.^arD.J^ilSrrx.. 
genau den negatiyen zweiten Teil des Pro- 
duktes yon a und b mit dem Faktor a dar. Das totale Produkt der 
beiden einfach harmonischen periodischen Erscheinungen a und b wird 
also dargestellt durch: 

(636) ~Eab = -^a L b = -i-a 4. b, 

wo der Skalar dem konstanten Teil entspricht, das Fehlen eines Yektor- 
teils übereinstimmt mit dem Fehlen einer periodischen Erscheinung yon 
der Grund&equenz im Produkt, und der Deyiatorteil, genau in derselben 
Weise wie ein Vektor, durch seine Komponente in Richtung der Zeit- 
achse den Teil mit der doppelten Frequenz angibt. 

Sind drei einfach harmonische Erscheinungen a, b und c yorhanden: 

Ia = aQ8in.(pt + 9?) 
b=^bQ8m(G}t + (p-ö^) 
c = Cq sin (cö^ + 9? — d,), 

so ist das Produkt, wie leicht abzuleiten: 

(p -=• JaQ60Co{cosdiSin((D/+y--d,)+cosdjsin(©^+9)— dl) 
+ cos (ßi — tfj) sin ((D* + y) + sin (3(0^ + 89) — dl — d^) } . 

Dasselbe zerfällt in einen Teil mit der normalen Frequenz und einen 
mit der dritten Harmonischen dieser Frequenz. 



(637) j 



1) Da Ii.Ii=»l, a^(L, — In).ajJ(L, — Li) = l und I» • a^(L, — LJ^O 
läßt sicli die Größe der Komponenten genau so durch skalare Prodnktbildung be- 
stimmen wie bei Vektoren. Man vergleiche die S. 9 erwähnten Beziehungen 
zwischen geometrischen Größen höherer Ordnung und Eugelfnnktionen. 
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Der korrespondierende Vektor des ersten Teils ist: 

- |(a . b)c - |(b . c)a - |(c • a)b. 

Hiervon entsteht — (a • b)c aus dem skalaren Prodokibe von a und b mit 
dem Vektor c, der übrig bleibende Rest: 

+ -J-(a • b)c - |(b . c)a — ^c • a)b 

ist, wie sich leicht nachrechnen läßt, invariant bei denjenigen Änderungen 
des Winkels zwischen a und b, bei welchen die Winkelhalbierende die- 
selbe bleibt. Dieser Teil kann also aufgefaßt werden als ein Produkt von: 

mit dem Vektor C. Die Multiplikation ist der Art nach eine deviatorische, 
da sie einen Vektor erzeugt, sie ist aber nach (177) nicht gleich X^ und 
wir können sie, da sie sich ebenfalls auf die Ebene bezieht, darstellen 

durch — ^ . Der Teil der Grundfrequenz des Produktes dreier einfach 

harmonischer Erscheinungen a, b, C wird dann dargestellt durch: 

(638) d (a . b)c - 3(a ^ b) ^ c 

oder: 

(639) d 3(a [^ b) g( c - cycl. 

Der zweite Teil, der die Frequenz der dritten Harmonischen hat, 
läßt sich in derselben Weise durch einen Septor in der Ebene des Dia- 
gramms darstellen, wie die anderen Teile durch einen Vektor bzw. De- 
viator. Dieser Septor entsteht durch eine septorische Multiplikation aus 

(a )j[ b) und c und kann stets als das Produkt dreier gleicher Vek- 
toren dargestellt werden (Fig. 26, vgl. Fig. 24). 





Fig. 86. Dftratellong einer Sohwingnng 

dreifacher Freqnens durah eine GrOfto 

dritter Ordnung. 



Fig. 87. Dantellung einer Größe dritter Ordnung 
durch einen Vektor in einem Diagramm mit drei- 
mal schneller rotierender Zeitlinie. 



Von dieser Darstellung kann man sofort übergehen zu einem Dia- 
gramm mit dreimal schneller rotierender Zeitlinie, wenn man nur die 
Winkel g> bzw. (Dt dreimal vergrößert, und den letzten Winkel von der 
Schlußlinie des dritten Quadranten an rechnet (Fig. 27, vgl. Fig. 22). 
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Auf diese Darstellungen der höheren Harmonischen soll hier jetzt 
nicht weiter eingegangen werden, da der Hauptzweck war zu zeigen, wie 
die Verwendung der Vektoren i^ und i, mit den Gh'undmultiplikationen 
der yerschiedenen Ordnungen nicht nur die bei 1 und i fehlende Über- 
einstimmung zwischen den Multiplikationen der Analysis und den tat- 
sächlich Yorhandenen multiplikatiyen Verknüpfungen herbeiführt, sondern 
auch die Möglichkeit eröfi&iet, mit den nicht einfach harmonischen perio- 
dischen Erscheinungen unter Hinzuziehung höherer komplexer Zahlen" 
Systeme genau so zu rechnen, wie es zurzeit mit den einfach Harmonischen 
mittels eines komplexen Systems in zwei Einheiten geschieht. Für die 
wirkliche Rechnung müssen allerdings zunächst die Bechnungsregeln 
dieser höheren Systeme abgeleitet werden, obwohl es ja auch möglich 
wäre, gerade an Hand der einfachen Beziehungen in der Ebene den Teil 
der Regeln zu bestimmen, der für diesen Zweck nötig ist. 

Der Blohtimgswiderstand. Die praktische Möglichkeit einer 
solchen Rechnung ist nun im hohen Maße abhängig von dem Verhalten 
der Drehoperatoren. Bekanntlich spielen diese in den Vektordit^rammen 
eine große Rolle. Ist r ein Widerstand in Ohm und l eine Selbstinduk- 
tion in Henry, so wird ein Strom j 
in Ampere an den Klemmen des 
Widerstandes eine Spannung 6^= jr 
erfordern und an den Klemmen der 
Selbstinduktion eine Spannung e,, 
deren effektive Größe gleich j^oZ Pig. 28. 

ist (wo o = 23C mal Frequenz), deren 
Richtung im Diagramm aber der von j um 90® vorauseilt (Fig. 28). 

In dem üblichen Diagramm mit 1 und i ordnet man der Selbst- 
induktion daher die imaginäre Einheit i zu und bekommt so die Glei- 
chungen: 

e^ = r j 

(640) 

e, «toüj, 

die in der Tat zweckentsprechend sind. Nur tritt dabei aber, neben den 
schon oben erwähnten Schwierigkeiten, die sonderbare Erscheinung auf, 
daß die Selbstinduktion als Richtungsgröße in der Ebene erscheint, also 
mit der Richtung irgendeiner pulsierenden Größe, und zwar von ganz be- 
stimmter Phase zusammenfällt, eine Tatsache, der man gar keinen ver- 
ständigen Sinn beilegen kann. Dabei bewegt sich dann diese Richtungs- 
größe natürlich auch der drehenden Zeitlinie gegenüber und ist also keine 
mit der Zeit invariante Größe, ein Umstand, dem man auch keine Deu- 
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tung zxx geben yermag; und über den man, bei dem praktischen Gebrauch 
des Diagramms vollständig hinwegsehen muß. 

Kommen wir nun aber von der Identifikation yon 1^ und i^ mit 1 
bzw. i zurück, so ergibt sich eine nach jeder Seite hin befriedigende Lösung, 
indem man der Selbstinduktion den Vektor 

(641) 1 - oii, 

zuordnet, der senkrecht auf der Ebene steht. Denn es ist in dem Falle : 



(642) 



e,-rj 
e, = lxj, 

die Selbstinduktion füllt nicht mehr mit irgendeiner Phase einer pulsie- 
renden Größe zusammen und ist auch im Diagramm der Zeit gegenüber 
invariant. 

Überdies vertritt der Vektor 1 nicht nur die Selbstinduktion für 
einen rein sinusförmigen Wechselstrom, sondern es ist allgemein, wenn 
die geometrische Größe ist, die einen Strom beliebiger 
Eurvenform vertritt, und ^^ bzw. 7^^ die zugehörigen Spannungen 
sind: 

Denn die Größe zweiter Ordnung I, erfahrt z. B. infolge der Multi- 
plikation mit 1: 

(644) 1 X I, =. i„ |. (L, - L.) - 2l^aßi\ - L,) 

eine Drehung um 45^ nach vorwärts, wahrend ihre absolute Größe mit 
2(ol multipliziert wird. Dies ist aber gerade die Wirkung der Selbst- 
induktion bei einem Strom von doppelter Frequenz, sodaß hier in der 
Tat zwischen Rechnung und physikalischer Tatsache eine vollkommene 
Übereinstimmung herrscht. 

▼enermng der Kurvenform und Überlagerung fremder Pe- 
rioden. Bei oszillographischer Betrachtung von Wechselstromerschei- 
nungen, deren Kurvenform sich während des Vorganges fortwährend ver- 
ändert, wie das z. B. bei dem Ankerstrom asynchroner Motoren vorkom- 
men kann, kann sich die Frage erheben, was dann bei solchen Verände- 
rungen eigentUch mit dem Vektor des Diagramms passiert. Wird das 
Diagramm vollständig unnütz sobald die Eurvenform von der sinusför- 
migen abweicht, ist also eine Diskontinuität vorhanden, oder geht der 
Vektor in etwas anderes über? Die Beantwortung ist nach obigem leicht 
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Eine Kurve beliebiger Form korrespondiert mit einer ganz bestimmten 
zusammengesetzten geometrischen Gfröße in der Ebene, im Spezialfall der 
Sinusform reduziert sich diese Größe zu einem Vektor, und bei Änderung 
der Kurrenform treten auch Teile von anderer als erster Ordnung auf. 

Bekanntlich stellt sich bei jeder Änderung eines stationären Wechsel- 
stromzustandes eine Übergangsperiode ein, in der neben der Erscheinung 
der Grundfrequenz eine Nebenerscheinung auftritt, deren Frequenz ab- 
hängig ist von den Eonstanten des Stromkreises, und die sich über die 
erste Erscheinung lagert. Tritt ein solcher Fall auf, so geht der Vektor 
des Diagramms vorübergehend über in eine geometrische Größe, die nicht 
einfach als Summe von Skalar, Vektor, Deviator usw. aufzufassen ist, da 
die fremde Frequenz im allgemeinen keine höhere Harmonische der 
Grundfrequenz ist. Geometrische Größen dieser komplizierteren Art 
wurden bis jetzt unseres Wissens noch nicht behandelt. 
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Anhang. 

Die Hauptformeln der Afßnoranalysis sollen in diesem Anhang zum 
Zwecke der Orientierong zusammengestellt werden. 

In der Afßnoranalysis gesellen sich zu den Skalaren und Vektoren 
und der skalaren und yektorischen Multiplikation • bzw. x der Yektor- 
analysis eine neue Art von Größen^ die Deviatoren, und eine neue Multi- 
plikation, die deviatorische X . Skalare werden wie gewohnliche Zahlen 
behandelt und bezeichnet mit nicht fetten lateinischen oder griechischen 
Buchstaben; Vektoren ^ bezeichnet mit kleinen fetten lateinischen Buch- 
staben, drücken sich aus in den Einheiten: 

*i; ^> ^Sf 

und Deviatoren, bezeichnet mit fetten Buchstaben des großen lateinischen 
Alphabets, in den Einheiten: 

Li, 1„ L,, Ii, I,, Ig. 

Tensoren (Skalar + Vektor) und Affineren (Skalar -j- Vektor -f- Deyiator), 
die allgemeinsten (Größen des Systems, werden wie Denatoren bezeichnet. 
Die Produkte der zehn Einheiten in den drei Grrundmultiplikationen 
sind die folgenden: 

i.Xi, -/Jlx 
I, . I, - -h 1 ii X Ii = 2a/}(L3-I,) « -Ii X ii 

I, XIi «Li 

Li Li- + 2 i,xI,--Ji^ I,xi, I,Xl5-/3Ii 

L, L, 1 i,xl,- Ji--I,xi, i,XI, ßU 

1,XI,— /Jl, 

1) Das — Zeichen ist in der zuzzait üblichen VektoranalyBis nicht gebräuch- 
lich, das 4" Zeichen ist aber für die Affinezanalysis nnbranchbar. (Vgl. S. 47 u. f.) 
Die skalare Multiplikation ist mit der zwischen gewöhnlichen Zahlen und be- 
liebigen Größen identisch. (Vgl. S. 41.) 
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l-ij -i^ isxl,- 6a/3J, L, x i, i^){Li^-2ain 

l-Lj— »Lj i, X L, = — 6a/JJj = — L, X i, i^ X Lj = ai^ 

1 • Ij ij X L, — als 
1.1 -1 ItxL,» 6a/3i,--L8xI, 

I,xL,--6a/Ji,--I,xI, I, Xli--2«Ii 

a -»-p I, X L, — als 

I,xls- i, --I,xl, I,X1,- al, 






V2 



Lx X Lx "" 2aLx 
L, X L, — — aLj 



Die Multiplikationen • und X sind kommatatiy. Nicht angegebene Pro- 
dukte sind nnU. Beim praktischen Gebrauch des Systems werden diese 
Formeln nur yerwendet, wenn man auf irgendein Koordinatensystem 
Bezug nehmen will, die Rechnung selbst erfolgt sonst ganz yermittels der 
weiter unten angegebenen yon jedem Bezugssystem freien Multipli- 
kationsregeln. Die ZurückfÜhrung auf ein Koordinatensystem erfolgt 
yermittels der Formeln: 

Vektor: a — Gyi^ + a^i, + a^\^. 

Affinor: A - a^, + ßA^^i^ + ßA,^\^ + ßA,^i^ 

+ a^jiLj + a^^jl, + aji^jL, 

Von einem Affinor A leiten sich yermittels der Funktionssymbole 
S bzw. „ V bzw. e, D bzw. «i, T bzw. /, K bzw. *, C bzw. c, bzw. », die 
folgenden Größen ab: 

Skalar: SA » A^, 

Vektor: VA = A, = ^^i, + ^,i, + A,^\^, 

Deyiator: D A — A^ — aA^^li^ + aA^^L^ + a^^^L, 

A - a^, + /JA, + A^, 

Tensor: T A - A, = a^. + A^ - A - /JA,, 

Koiijugierter Affinor: KA = A^^ — A — 2/8 A,, 

Oberer Affinor: CA = A, = 2aA^'^ /JA,- A^= 3a^,- A, 

Unterer Affinor: OA - A^ = ^aA.- ßk^-- k^^ |a^— A. 

16* 
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Neben den Grondmultiplikationen werden zwei ^^totale Multiplika- 
tionen^^ verwendet: 

erste totale Multiplikation: — i = 2a- + /Sx — X, 

zweite „ „ L_=a- + /3x + X, 

und ibre ümkehrungen i — und i. Diese Multiplikationen sind offenbar 

nicbt kommutativ; da sie x enthalten. 

Um das Auftreten der Ordnungskonstanten a und ß in den Formeln 
soviel wie möglich zu beschränken^ verwenden wir — i, \ und üm- 
kehrungen nur zwischen Vektoren, dagegen ß — i, ß i , zwischen Vek- 
toren und Afßnoren, und /5* — i, ß^\ , zwischen Affinoren. Deviatoren und 

Tensoren werden als unvollständige Affinoren betrachtet. Da die ver- 
schiedenen Größenarten durch die Schriftart hinreichend gekennzeichnet 
sind, verwenden wir nun für die drei verschiedenen Sätze von Multipli- 
kationen dieselben Zeichen "1,1—, f", _J; ©s ist also: 

n, L_ = — I, I zwischen Vektoren, 

"~1, L = /S — I, ß I zwischen einem Vektor und einem Affinor, 

~1, L_ *» ß^ — I, ß^\ zwischen Affinoren. 

"1 und L_ heißen die Hauptmultiplikationen, "| die affinorische, 
L die dyadische. 

Aus den Hauptmultiplikationen leiten sich vermittels der Funktions- 
zeichen S, V, D, T, E, C, die abgeieiteteten Multiplikationen ab, z. B.: 

Skalardyadische Multiplikation; ALJB=»SAL.B (kommutativ), 
Vektordyadische „ A Li B « V A' L B, 

Überdyadische „ ALB = CALB. 

(Vgl. S. 95.) Die tensoraffinorische und die tensordyadische oder kurz 
tensorische Multiplikation werden angegeben durch die symmetrischen 
Zeichen T und J.. 

Von dem Umstände, daß Skalare, Vektoren und Affinoren durch die 
Schriftart hinreichend gekennzeichnet sind, können wir nun noch einen 
weiteren Gebrauch machen, indem wir bei jeder der neun möglichen 
Kombinationen eines der Multiplikationszeichen unterdrücken. Dazu 
wählen wir: 

zwischen einem Skalar und einer beliebigen Größe • , 

„ Vektoren L , 

„ einem Skalar und einem Affinor Lü , 

„ Affinoren ~1 . 

Wir behalten natürlich das Recht, das unterdrückte Zeichen stets wieder 
einzusetzen. 
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Die wichtigsten Produkte zweier Vektoren sind: 

(155) a-l)-iS»~Il»-iSarb-Sab-SaJb skaI.Prod. (kommut.). 

(156) ax b=-Va-|b = -Varl*-Val) Vajb 

Tektorisches Produkt (antikomm.). 

(157) avb — axb + a<b quatemionisches Produkt (assoz.). 

(158) aXb Da~]l> Da Tb-Dab -Da Jb 

deviatorischea Produkt (kommut). 
(159a) a~] 1> == 2«& -b + zSaxb — aXb affinor. Prod. (assoz.). 

(160) ab — aa-b + /3axb + aXb djadisches Prod. 

(161b) a Jb — -anb + 3«a.b 

(162) a±b- ^(ab + ba)-aa-b + /3a X b 

tensor. Prod. (kommut.). 



Die wichtigsten Bechnungsregeln fOr die Produkte Ton drei Vek- 
toren sind: 

(ab) ~| e — a(b x e) 
a ~I (bc) — (a X b) c 



(167) 



(172) 



(173b, 176) 



(173c, 174) 



(175) 



(177) 



(180) 



(181) 



{ 



{ 



(a X b) • c « (b X c) • a — (c X a) • "b 
a . (b X c) — c • (a X b") — b • (c X a) 

(anb)c — (ab) 71 c — a x (bx c) =-|(a-b)c 

+ |(axb) X c~a X (bXc) 

a(b n c) — a 71 (bc) =- (a X b) X c = |a(b • c) 

+ ia X (b X c) - (a X b) X c 

|(ab)c-a(b.c)--}(a.b)c + i(axb) x c + (a X b) X c 
a(bc)«(a.b)c--|a(b.c) + |a x(bxc) + aX(bXc) 

(a • b)c = a(b • c) + b x (a x c) 

< 

a(b • e) — (a • b)c + (a x c) x b 

(a X b) X c - ia(b • c) + ib(e • a) - ic(a • b) 
a X (b X c)-|(a-b)c + A(c.a)b-.i.(b-c)a 

(a X b) X c + (b X c) X a + (c X a) X b — 
a X (b X e) + c X (a X b) + b X (e x a) — 

(a X b) X c + (b X c) X a + (e X Ä) X b + 
a X (b X c) + c X (a X b) + b X (c X a) + 
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(187) 



(189) 



(a X b) X c - (b X c) X a - (e X a) X b 

-iax(b X c) + faX (bxc) 

a X (b X c) - e X (a X b) - b X (e X a) 

-{(aXb)xc + i(axb) X c 

(a X b) X c {(b X e) X a + }(c X a) X b 

-iaxCb X c)-iaX (bxe) 

a X (b X e) - - je X (a X b) + ib X (c X a) 
-5(aXb)xc-i(axb)Xc. 



(193, 194, 195) [ 



Die wichtigsten Regeln fOr die Produkte yon Tier Vektoren sind: 

(192) (ab)(ed) - (b • e)(ad) 

(ab) n (cd) -,i(a • b)(e • d) + K» " b) • (c x d) 

+ (aXb).(eXd)-(b-c)(a.d) 

(200) (a X b) • (e X d) - {(a X b) x e} • d - a • {b X (e X d)) 

(aXb)-(eXd)-A(a-d)(b.c)+|(a.c)(b.d)-|(a.b)(c.d) 

-{(aXb)Xc).d-a.{bX(cXd)) 

(ab)71(cd) = (b-c)(axd) 

(a • d) (b X c) + (a • e) (d X b) — b X { a X (d X e) } 

I (a x b) x (e X d) — (a • d)(b X e) + (b • e)(a X d) 



(197, 201) 

(202) 
(204) 



(205) 



(206). 



(209) { 



+ (a . e)(d X b) + (b • d)(c x a) 

I (axb)x(exd)— a{b-(exd)} +b- {a-(dxe)} 
l c{d-(axb)} -d{c-(bxa)} 

(a X b) X (c X d) - i(a • d)(b x c) + i(b • c)(a x d) 

+ Ka •«)(»>««) + 10» -dXaxe) 

(ab)x1(cd)-(b.c)(aX d) 

(a X b) X (c X d) (a . d)(b X c) - (b . c)(a X d) 

+ (a-e)(d X b) + (b.d)(cXa) 

(a X b) X (t X d) - - (a . d)(b X c) + (b • c)(a X d) 

+ (a-c)(dXb)-(b.d)(eXa) 

-i(a.d)(b Xe)-K»>-«)(aXd) 
(214) (a X b) X (c X d) - j- i(a . c)(d X b) ^ A(b • d)(c X a) 

+ |(a.b)(cXd) + |(c-d)(aXb). 



(211) 
(212) 



(213) 



I 
{ 



Produkte von Yekioren mit Ai'finoren 
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Die wichtigsten Regeln für die Produkte von Affineren mit Vektoren 
und unter sich sind: 



(227) 
(228) 

(229) 

(230) 

(233) 
(234) 

(235) 

(237) 

(239) 

(241) 

(242 b) 

(243) 

(245) 
(246) 



I 



A 71 b - f ^,- b + iA, X b - Aj X b 

A 71 b = (KCA)b 
Ab - (KOA) 71 b 

I (KA)b - bA 
l(KA)71b-b71A 

A-jb- — Kb-j Ai 

axB-anB-B-ja 

|(AB)e-A(Bc)-ABc 
U(BC)-(aB)G-aBC 

I (Ab)e > A(bc) =~ Abc 
i a(bC) - (ab)C - abC 

(A-|b)e-A(bxc) 
a(b-|C)-(axb)C 

(an B)c - a X (Bc) - (ac) 71 B» BT] (ca) 

a(B-| a) - (aB) x e = B^ 71 (ac) (ca) 71 B 

Ka-j Bn c-c~l Bt~l a 

a-jb-] C = (a.b)C-baC 
A~I b~l c = A(b-c)- Acb 

a • (Bc) - (aB) • c - B Fl (ca) = B^ R (ac) 

A n B - i^,. B, + AA.. B. + B,.A,. 



Die Dyadenreohnniig. Eine Djade ist ein Operator, bestehend 
aus einem Affinor, verbunden mit 71, IJS oder ümkehrungen, und wirkend 
auf einen Vektor. Da: 

Ab = bAt 

A 71 b — b 71 Aj 



(250) 



(249) 



{ 



A 71 b = (CA) Ü b = (KCA)b 
Ab -(0A)r7 b-(K0A)71b, 

sind die vier verschiedenen Formen alle aufeinander zurückzufQhren. 
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A Li ist die untere, A xl die obere Dyade des Affinors A. Die Form A Ui 
heißt die Normalform. Jeder Affiner kann geschrieben werden ent- 
weder als 

pa + qb + rc bzw. ap + bq + cr, 
oder als: 

uHa + vIb + wnc bzw. a"] ii + 1^1 v + c") w, 

wo a, b und C drei von vornherein gegebene beliebige, aber nicht kom- 
planare Vektoren sind. 

Wird ein Affiner in den neun sogenannten algebraischen Einheiten 
des Systems: 

■■^11 "^ *i^i; '-n '^ h^i} ■■«8 ™* ^8^; cjcl- 
ausgedrückt: 

A =- Ailii + ^jlja + Ä^thi + <5ycl-, 

so folgt aus (173c), daß die Dyade A L, wirkend auf den Ortsvektor r, 
eine lineare homogene Transformation darstellt: 

r' = Ar » (^11 Fl + ^i,r, + A^,t^) i, + 
+ (^1^1 + As^i + A^r^) i, + 

Der erste Skalar, oder kurz Skalar, von A ist: 



der zweite Skalar: 



A^ — A^i + A22 + A 



88 9 



-A,, 



und der dritte Skalar: 



-^11 -^1« 
A^i A22 



+ cycL, 





Ax 


-^1« 


A* 


Az- 


A. 


-4.82 


-^88 




Ar 


At 


-A53 



Führt A lü drei nicht komplanare Vektoren stets in drei nicht kompla- 
nare über, so ist A^^ ^ 0, und A^^ gibt das Volumen an, welches das ur- 
sprüngliche Einheitsvolumen nach der Transformation einnimmt. Ist 
A^^ » 0, so bringt A lü alle Vektoren des Raumes in eine Ebene, A heißt 
dann ein Teiler der Null; ist auch A^^ » 0, so bringt A lü alle Vektoren 
in eine Gerade. Ist A^^^Oy so existiert eine Dyade A~^, die die um- 
gekehrte Transformation bewirkt. Der Affiner 

AA-i-A-^A-I 

ist der Einheitsafifinor. Der Einheitsaffinor ist die als Affiner gefaßte 
Zahl }/3. Vermittels H ^^ Affineren, oder vermittels Lü mit Vektoren 



(279) 



«8 



Skalare, Einheitsaffinor, Eotator 24^ 

multipliziert, wirkt der Einheitsaffinor wie die Zahl 1 bei skalarer Multi- 
plikation: 

lA-A, 

Ia»a. 

(Vgl. S. 136 u. f.) Der Affiner I "1 * wirkt, vermittels lü mit Vektorea 
multipliziert, wie der Vektor a bei vektorischer Multiplikation: 

(I-Ia)b-ax h. 
Wichtige Umformungsregeln sind: 

f (a) (A-r^-A 

(b) A,j « ^-p^ 

(c) (A,)-^-(A-0*»Ar^ 

(d) (AB)-i«B-iA-i 
[ (e) (A»)-i-(A-i)«-A-«. 

Ein Affinor, dessen untere Dyade eine reine Drehung bewirkt, heißt 
Rotator. Für Rotatoren, und nur für diese, gilt: 

(314) R^-R-^ 

Jeder Afänor kann auf zwei Weisen geschrieben werden als Produkt einea 
Tensors und eines Rotators: 

(^313) A — AtvJ^r = AijArA. 

Ajt ist der Rotator, A^« der vordere und Aja der hintere multiplikative- 

• 

Tensor von A. 

Die reine Drehung eines Affinors A wird bewirkt durch folgende^ 

Verknüpfung: 

RAR-i, 

wo R der Rotator ist, der mit Ui dieselbe Drehung bei einem Vektor 
bewirkt. 

Ist T ein Tensor, so ist 

r . (Tr) - q= 1 

die Gleichung seiner Richtungsfläche. Das Vorzeichen ist eindeutig- 
bestimmt, wenn man die Forderung aufstellt, daß die Flache reell sein 
soll, und kein zweischaliges Hyperboloid. Der Radiusvektor r eines 
Punktes P dieser Fläche wird durch die Dyade T Lü übergefQhrt in einen 
Vektor, der mit der Senkrechten aus auf die Tangentialebene durch P 
dieselbe Richtung hat, und dem Betrage nach zu dieser + oder — rezi- 
prok ist. 
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DUterentialreohiiang. Differentiale nach einem Skalar sind wie 
gewöhnlich zu bilden, nnr ist dabei zu beachten, daß die Folge der Fak- 
toren in einem nicht kommutativen Produkt nicht verändert werden darf. 

Der negative Differentialquotient einer Größe nach dem Ortsvektor 
heißt der Gradient. Es ist: 

- jf --gradi>-Vi> 

wo 

ein Operatorkem ist, der sich bei Multiplikationen wie ein Vektor 
verhält. Der Gradient eines Affinors enthalt Größen dritter Ordnung^ 
kann also innerhalb der Affinoranalysis nicht in adäquater Weise dar- 
gestellt werden. 

Für folgende mit V gebildete Operatoren sind besondere Bezeich- 
nungen gewählt: 

V • ■=» conv, V Ui — Conv, 

V X =. rot, V "1 •= ßot, 

V X « dev. 

Für Skalare ist also: 

(339, 350) grad p « Vp =- conv p, 

für Vektoren: 

(362) grad v — Vv — a conv v + /5 rot v + dev v, 
und für Affinoren: 

(363) Conv A « VA « | conv Ä^ + \ rot A, -|- dev A^. 

Die Wirkung eines Operators mit V auf irgend ein Produkt von Größen 
berechnet sich folgendermaßen. Jedenfalls ist 

(367) V-i<)(0-^^)- V^-i<)(0-^53P) + Viir-^(0-^^), 

wo -^ und -^ beliebige Multiplikationen, <|> und J|! Größen beliebiger 
Art sind, imd wo die Indizes angeben, welche Größe als veränderlich 
betrachtet werden soll, während man die andere konstant hält. Man 
suche nun die Assoziationen rechts zu ändern: 



V -lo (0-^$) - (V AoO) ^^ ?P + (V-to^) Ao $, 
wodurch die Differentiation auf einfachere zurückgeführt wird^). Gelingt 



1) Dabei darf von einer znf&lligen Eommntativit&t von -2^ (z. B. wenn 
^ a ^ kein Gebrauch gemacht werden. 
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dies mit den Bechnungsregeln der AffinoranalysiB nicht, so sind Größen 
höherer als zweiter Ordnung im Spiel. Es ist aber dann doch immer 
möglich y den Ausdruck umzuformen , es treten dabei aber Ausdrflcke 
der Form 

auf. (^ -^ ^) -^ nennen wir einen abgeleiteten Differentialoperator, 
diese Operatoren dienen zur Umgehung von Multiplikationen höherer 
Ordnung. £inige der wichtigsten Umformungsregeln sind: 



(379) 



(380) 



(392) j 



V(ab) — grad ab + gradba» 

— I conv ab + i rot a X b + dev a X b 
+ j conv ba + -§- rot b x a + dev b X a. 

V(a . b) ^ b X (V X a) + (b • V)a 

-ax(Vxb) + (a.V)b 

(382) V. (a X b) « (V X a) . b - (V x b). a 

IV X (a X b) — Rot ab — Rot ba — 
- I conv ab + I rot a X b — dev a X b 
— f conv ba — 1^ rot b x a + dev b X a 

V X (a X b) - I conv ab - § rot a x b + i dev a X b 

+ f conv ba — ^ rot b X a + J- dev b X a 

(394) V (ab) » conv ab + a grad b 

(395) V n (ab) - rot ab - a H grad b 

(399) V (aB) - conv aB + a Conv B 

(400) V "I (aB) - conv a^^B + aRotB 

(401) V -(Ab) - Conv A • b + A^ Fl grad b. 

Die Aufeinanderfolge zweier DifiFerentialoperatoren mit V ergibt 
einen Differentialoperator zweiten Grades. Für diese Operatoren gelten 
u. a. folgende Beziehungen: 

(413) 3aV« -V«^+V«^ 
(412) conv conv a^^^a 

(414) rot conv a — 
(417) conv conv a «■ V^'-a 

(418, 419) rot conv a — conv rot a =» 
(420) rot rot a - V^^a 
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(422) dev rot a =■ rot dev a = J V*x x a 

(425) dev dey a — f conv conv a + \ rot rot a 

(421, 426) V* a — conv conv a + rot rot a «>» l conv conv a 

+ -\ rot rot a + dev dev a 

(429) grad Conv A -= V«^A 

(430) Rot Rot A - V^nA 

(427, 432) Rot grad a =- Conv Rot A - 

(431) V** A - grad Conv A + Rot Rot A 

Integralreohnong. Für beliebige Multiplikationen und fOr be- 
liebige Ghroßen gilt: 

(441) fn -o q^dö ^fv — o (^dx, 

a X 

WO 6 eine geschlossene Fläche und r der umschlossene Raum ist, und 
(444) fd% — o O -/"(n X V) — o (^d6, 



a 



WO 8 eine geschlossene Linie und 6 ein umschlossener Flächenteil ist. 

Skalar- und Vektorfelder lassen sich durch folgende Formeln an- 
geben als Funktionen ihrer Gradienten und Flächengradienten: 



(472) 



r^5I£^, + conv M''^=^di, 
- r^rf^ + eonv f^^-^^^df. 



conv 
(501) V - Conv / ??^ dr + Conv f'^^^^^dfi 

X II 

WO T-der vom Feld eingenommene Raum ist und yi die ünstetigkeits- 
flächen. 

Fassen wir die Flächengradienten auf als Gradienten in einer sehr 
dünnen Schicht, so gehen die Formeln über in: 

(466) p — conv pot^ conv|) — conv pot^ grad^ 

(505) V «■ Conv pot^ grad v, 

wobei die Potentialbildung sich sowohl über x als über \i zu erstrecken hat. 

Rechnen wir zu den Senken und Wirbeln von Feldern auch ihre 

Flächensenken und Flächen wirbel, so lassen sich endliche Vektor- und 

Affinorfelder, und unendliche, die im Unendlichen genügend stark ver- 
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schwinden, alle in eindeutiger Weise zerlegen in einen queUenfreien und 
einen wirbelfreien Bestandteil nach den Formeln: 

/Anns /'conVT , , /*» • (V^ — T.) , 

(473) T - conv j -j^dx + convj -\^-- ''- rf.« 



* /U 



+ rot f-f^dT+ rot f °>^f°-^*^ dft 



« 



(502) A = ^^f^^är + grad/l^t^A) <,^ 

+ Rot T-^dT+Rot rO^--^^d,a. 
Für die Umformung von Feldintegralen gilt die wichtige Formel: 

■ 

(486, 487, vereinfacht) V — o T^di = - / V — — o ^dX 

wo — K> eine beliebige Multiplikation, <|> eine beliebige Gröfie und dl ein 
Linien-, Flachen- oder Raumelement ist. 

Die Feldsumme eines endlichen Vektor- und Affinorfeides berechnet 
sich aus den Senken und Fl'achensenken bzw. aus den Wirbeln und Flächen- 
wirbeln nach den Formeln: 

(492) yvdr= yrconvTdT — /r(nv)d<y 

t r X 

(493) J ydr — -J-Jr x rotrofr — J-Jr x (ii x y)d6 



t 



(516) fkdx= yrConvAdr— fvnkdö 

(517) /Arft- j/rlRotAdr-i/r ~1 n "1 Ad«. 

Zu dem Theorem von Green, welches gestattet, ein Skalarfeld p zu 
berechnen, wenn V*'|> in jedem Punkt des Feldes, und p und nconvp auf 
der Begrenzungsfläche bekannt sind: 

(489) p j-zh:'' • «^'^^P'^* +fT^^''P^'' 

a t 

+ / conv npdö 



a 
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gesellt sich eine entsprechende Formel ffir Vektorfelder: 

V — — / -r^ — n grad rdö + 1 -, VtcJ- 



(508) 



und eine ftbr Affinorfelder: 



+/~'^^T^("^)''* 






(615) 



+ J*°°'' i^ -«^ (a -*< A) d9 

a 



'm 






Die Multiplikationen -^d und -^ in der letzten Formel gehören der Analy- 
sis dritter Ordnung an, es ergibt sich hier sJso ein Beispiel der Um- 
gehung höherer Multiplikationen durch den Gebrauch von abgeleiteten 
DifFerentialoperatoren. 
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